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1 Regressao Linear Simples

1.1 Descricao do problema de regressao linear simples

Relagdo entre duas varidveis x e y.
y=po+ Pz

onde 3 é o coeficiente angular e 3y é o termo constante.
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Modelo de regressdo linear simples:
Desejamos estimar os parAmetros 3y, 31 e 2.

Y =05 +pir+e

onde ¢ é uma varidvel aleatéria com média E(g) = 0.
A variancia Var(e) é dada por 0.
e: desvio aleatério ou erro aleatério.
Dado um valor para x o valor esperado de Y é:

E(Y)=E(Bo+ iz +e) = o+ bx+ E(e) =P + pr1x
Var(Y) = Var(By + bz +¢) = Var(e) = o?
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1.2 Estimacao dos parametros de Regressao
n pares observados (£1,41),- -, (Tn, Yn)-
y; = Bo + P1xi + &; : €; sdo independentes

Principio dos minimos quadrados
Fung¢do a minimizar

F(bo,b1) = [yi — (bo + brzy)]?

=1

A solu¢@o da minimizagdo € representada utilizando a notacao:

(IA)O,ZA)l) =arg Inax)f(bo,bl)

0,91

Para minimizar, igualamos o gradiente de f com zero.

V=0

0
[“)T)]; = 2(yi —bo — brz;)(=1) =0

of
aibl = ZQ(yZ — bo — bll’z)(fl'z) = 0
E obtido o sistema de equacdes normais:

{ nbo + (O xi) b1 =D v
(@) bo+ (T ai®) by

A estimativa obtida € resultado desse sistema. O coeficiente angular (slope) esti-

mado é ~ -
(@i =) (Wi —y) _ Say

by =061 = S (5= 7)° 5.,

O termo constante (y-intercept) estimado é
5 yi—hyw
bo= o= 2V T 5
n
1.3 Avaliacao da regressao
Estimagdo de o>

Residuos y; — g; onde y; = BO + ﬁAlxi.
Soma dos quadrados dos erros (error sum of squares):

ESS = Z (yi — fli)z = Z ly; — (Bo + lei)]z
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=Y =B v~y v
&2 2 2 (yi— Qi)Q

= § = n_2

A estimativa de o2 é

Notar a perda de dois graus de liberdade por [30 e Bl j4 estarem definidos.
Soma dos quadrados totais (total sum of squares):

Coeficiente de determinagdo (coeficiente de regressdo de Pearson)

ESS

2 _ i
r=1-7g55

r2 modela a propor¢io da varidncia que pode ser explicada pelo modelo de re-
gressdo linear simples. Quanto maior 72, melhor adaptado ao modelo linear de re-
gressao.

Inferéncia sobre (3,

Supondo distribui¢do normal, [31 ¢ dada por uma combinacao linear das varidveis
y; normalmente distribuidas (e, portanto, € uma varidvel aleatéria normalmente dis-
tribuida).

E(B) = b1
R 2
Var(fh) = &

Correlagdo
Coeficiente de correlagdo amostral

onde

= Li2 Yi
Szy = Z TiY; — %
i=1
Propriedades de r
e ndo depende de qual varidvel é x e qual € y;
e independe das unidades de medida;

o —1<r<1i;

e r = 1 indica linha reta com coeficiente angular positivo;
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e r = —1 indica linha reta com coeficiente angular negativo;

e 2 ¢ o coeficiente de determinagio.

Regra prética

0 < |r] <0,5 indica correlagéo fraca.

0,8 < |r| < 1 indica correlagdo forte.

r?2 = 0,25 indica que apenas 25% da variaciio de y observada seria explicada pelo
modelo de regressdo linear.

Coeficiente de correlacdo

Cov(X,Y)

p=pX,Y)=
O30y

2@ D) —Y)
V2 (@i — )2/ (yi — 9)?

p=R

2 Regressao Linear Multipla

Exemplo do conjunto de dados "bodyfat" da statlib.
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2.1 O modelo de regressao linear miiltipla

Modelo
Y=00+065X1i+0Xo+. ...+ 0nXm+e

Onde
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m € o nimero de pardmetros e n é o nimero de padrdes de entrada.

Considerando n entradas da forma (y;, 1;, Z2;, -

--7mmi)

Vamos considerar uma varidvel adicional X que resulta sempre em 1 e adiciond-la

como campo nos padrdes de entrada.

A fung¢fo a minimizar pelo principio dos minimos quadrados é:

=" (i — Boxoi = Brari .. — Bnmi)®

Igualando suas derivadas parciais a zero:

I
Bo

é = -2 Zmu(yz‘ — Bowoi — P11 -

Obtemos o sistema de equagdes normais.
O sistema de equagdes normais € da forma:

bo Y. woixo; + b1y, x1i%o;
bo > T0iTmi + b1 D T1i%Tmi  +
Se substituimos a varidvel x por 1

b1 >z +
b1 Z $1i2

bon +
boY w1 +

bod> Tmi + b1 T1i%mi +

2.2 Solucao

= =2 w0i(yi — Poroi — B -

+ b2) xeimo;
bo > xoiz1i + b zury + b)) x1iTa

bo ZIQi

+ ba ) xiima;

+ b1 Tm—1,Tmi  +

.. _ﬁmxmz) =0

S ﬁmxmi) =0

+ . + by Z TmiZo;

+ bm—l me—l,ixmi + bmzxmixmi

+ b ) T =

Vamos escrever o problema de forma vetorial. O vetor x é aumentado com um campo

de valor 1.

x; = (1, @14, 224, 33, - -

O vetor 3 a ser determinado.

Bo
b1
g=| 02

B

. xmz)

bm mei2 -

Z YiZoq
Z T1iYi

Z TmiYi

Z Yi
Z T1:iYi

Z TmiYi
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Cada estimativa de saida g; € obtida com

Ui = Zﬂjfﬂji =x;f
i

Colocamos na forma matricial para todas entradas de ¢ = 1,. .., n:
1 Tr11 X221 T31 ... ITm1
x=| 1 Z1i2 222 Xji ... Tm2

O vetor-coluna y contém todas varidveis de saida da amostra:

Yo
n
Yn
O sistema a ser resolvido (sub ou super determinado) é
X(n><m+1)ﬁ(m+l x1) = Yv(n>< 1)
O sistema de equagdes normais é
XTxp=XxTy

Assim, obtemos (3:
f=(XTX)"'XTy

A matriz X = (XTX)~'XT é a matriz pseudo-inversa de Moore-Penrose de X.
Assim, a estimativa 7 para as entradas x; se escreve como:

U= 0o+ iz + Bozo + ...+ B

Avaliagdo da regressao miiltipla
A variancia estimada para a estimativa g €

SQE

~2
Uﬁ_nf(erl)

Notar que houve perda de m + 1 graus de liberdade

O coeficiente de determinagido R? deve ser ajustado para a regressio multipla:

R _ (n—=1)R>—m
ajustado — n — (m ¥ 1)

Exemplo
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Considere duas varidveis x e z das quais queremos inferir y indiretamente. A partir
de um conjunto de n padrdes (z;, z;, y;) estimamos os pardmetros da regresséo.

O modelo do erro é
Yi = Bo +xif1 + 282 + &

A fung¢@o a minimizar (principio dos minimos quadrados):

f= Z (yi — Bo — ifr — zi2)°
Igualando as derivadas parciais a zero:

of = —2Z(yi—5o—$zﬂ1 —zi32) =0

9Bo
of
o =2 i(Yi — Bo —xifB1 — ziB2) =0
a5, Zi:l“(y Bo — xif1 — zif2)
0
6751 = —2;%(% — Bo—xifhh —zP2) =0
Na forma matricial:
1 ... 1 =z = Bo 1 ... Yo
T . . . ﬁl = X1 Y1
1 3xn nx3 [ 02 |3, 21 Jan | 1

Multiplicando as matrizes:

1 Z T Z Zj Bo Z Yi
x> () Ywizm B | = | 2w
Sz Y wiz oy (z)? B2 Do Yizi

A matrix X7 X é simétrica e ndo-negativa definida, o que permite a decomposicio
de Cholesky ou a decomposicao de auto-valores ou valores singulares (SVD). A pseudo-
inversa do MATLAB utiliza a SVD.

Lembrando a decomposicao de Cholesky:

lii 0 0 i1l b I li1 112 li1lis
LL" = | lig loz O 0 log lag | = | lLiihe lio® + lao® l12l13 + 122 la3
lig log a3 0 0 a3 Liliz Lol +loglos  lig® + log® + 133

Basta entdo igualar cada elemento dessa matriz com a matriz a se decompor e
determinar um a um os coeficientes /;;. Como a matriz L é triangular, ¢ muito facil
resolver o sistema linear por substituico.

Na pratica:
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Construo a matriz X:

1 X1 Z1

1 X2 Z9
X =

1 =z, 2z,

Construo a matriz X7 X . Construo o vetor-coluna X7Y Decomponho X7 X em
LLT pela decomposi¢io de Cholesky. Resolvo LLT3 = XY por substituicio e
retro-substituicdo. Obtenho os parametros do vetor-coluna 3.

Outra op¢ao, no MATLAB uso beta=pinv (X) *Y.

2.3 Regressao miltipla para explorar relacoes entre variaveis

O modelo é utilizado mesmo para varidveis x; dependentes permitindo previsores
quadraticos e andlise de interacdes de varidveis.

Exemplos de modelos:

Modelo de segunda ordem sem interacdo:

Y = By + B1a1 + Pama + betaszy® + Baxs” + €
Modelo de primeira ordem com interagdo:
Y = 0o+ fiz1 + faze + Bsz122 + €
Modelo de segunda ordem completo:

Y = Bo + B121 + fBoxa + G321 + Paza® + Ber1m2 + €

2.4 Complexidade

A solugio do sistema linear de m varidveis e m equagdes é O(m?).
Se tenho m varidveis e busco as interagdes duas a duas, entdo terei O(m?) varidveis
e, portanto, a solugdo do sistema serd O(m%).

3 Regressao Polinomial
Exemplo (Bishop): dados obtidos de
h(z) = sin (27x) + ¢

Vamos supor n = 10 observacdes (x;, t;).
Chamamos o grau do polindmio de m. A forma do polindmio é

M
y(x, W) = Bo+ Pz + for® + ...+ fa™ =Y B
7=0
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Determinar os valores dos coeficientes (polynomial fitting).

Bo
1
= :
Bum
Funcédo de erro a minimizar
1 X
1) =5 ; W(@n, B) = ta]?

Encontrar §* para o qual f é minimo.
Igualar o gradiente de f a zero.

0

O g o 0F
oJoN) 0p1 Bm

E obtido o sistema de equacdes normais (como fizemos anteriormente).

Bon + G + Bdz® + ... 4+ Baya™ >
BoXxi + B wx® 4+ Bedxd + ...+ Bayx™ = Yy

BoXw™ + By x4+ + o+ Bmyrtm o= Y™y

E 0 mesmo que a regressdo linear multipla onde cada varidvel ; = 27.
Avaliagdo da regressdo polinomial

ESS = Z (yi — 9i)?

TSS=> (yi—9)°
g ESS
S n—(m+1)
ESS
TSS

-1 ESS

2 =1- i

Ra]ustado n— (m + 1) TSS

RZ=1-

Escolha do grau do polinémio
Como escolher o valor para m Exemplo: no nosso exemplo, m = 0 e m = 1 sdo
ruins. m = 3 é bom. m = 9 modela o ruido (overfitting).
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aproximacao polinomial M=3
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aproximacao polinomial M=9
6 T T T T T T T T

m\\ o
>O/ ’ \ . o A

Manter M, mas aumentar N melhora o problema de overfitting.

Treinar com um conjunto de 10, mas testar com um conjunto de 100: é boa a
generalizacdo?

Critério para teste: erro root-mean-square.

2/(6%)
N

Erps =

3.1 Validacao cruzada.

Validacdo cruzada S-fold:
1. Particionar o conjunto de amostras em S conjuntos.
2. Repito para cada um dos conjuntos:

(a) treinar com os demais S-1 conjuntos.

(b) testar com o conjunto selecionado (Erro RMS).

4 Aproximacao regularizada

Manter o niimero de pardmetros M, independente do nimero de amostras V.
Termo penalizando a func¢io de erro para manter coeficientes pequenos.

N

F8) = 3 3 lwlwn B) — 12 + 21812

1

2
n=1

onde ||B||2 = 8T8 = B + ...+ B

onde A pesa a importancia da regularidade da curva em relacdo ao erro contra os

valores amostrais.
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Termos em Estatistica: "shrinkage" e "ridge regression".
A solucdo ainda pode ser obtida na forma fechada. Na forma matricial, a regular-
izacdo que vimos é
(XTX +ADB=XTY

A solugio € entdo:
B=(XT"X+ )" XTY

Uma forma mais geral de regularizacdo utiliza a matriz de Tikhonov I":
B=(XTX + A1) 'XTY

Para sintonizar automaticamente M e A, em geral, € desperdicio utilizar dados adi-
cionais. Mesmo assim, esses pardmetros podem ser sintonizados utilizando validac¢do
cruzada. Entretanto, hd necessidade de um conjunto adicional para validacdo do resul-
tado.

4.1 Coddigo MATLAB

%% obter conjunto para treinamento
tam_trein=20 % numero de valores para treinamento
rand (' state’,0); randn(’state’,0);
x=rand (tam_trein,1l); % 10 valores de x entre 0 e 1

h=sin (2xpi*x)+0.3*randn(tam_trein,1l);

%% obter conjunto para testes
xt=0:0.01:1;
ht=sin (2+«pi*xt);

%% plotar o original e as amostras

figure;

plot (xt,ht,"b-",x,h,"ro’);

xlabel (' x’);

ylabel ("y’);

title(’curva original e amostras com ruido’);

%% obter aproximacoes polinomiais
for M=[1, 2, 3, 5, 7, 9];
x_mat=[];
for grau=0:M

x_mat=[x_mat, x."graul;
end
x_mat;

beta=pinv (x_mat) xh

%$%plotar a aproximacao
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poly=flipud(beta);

p=polyval (poly, xt);

figure;

plot (xt,ht,"b-",x,h,’ro’,xt,p,"g:");

xlabel ("x");

ylabel ("y");

title ([’ aproximacao polinomial M=',num2str (M)]);
end

%% obter aproximacao regularizada
=9;
lambda=0.001;
x_mat=[1];
for grau=0:M
x_mat=[x_mat, x."graul;
end

=

xtx=x_mat’ *x_mat;
beta=inv (xtx+lambda*eye (size (xtx))) * (x_mat’ *xh);

%$%plotar aproximacao

poly=flipud(beta);

p=polyval (poly, xt);

figure;

plot (xt,ht,"b-",x,h,’ro’,xt,p,"g:");

xlabel ("x");

ylabel('y’);

title([’aproximacao regularizada M=’,num2str (M),’ lambda=’

,num2str (lambda) ]);
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aproximacao polinomial M=5
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aproximacao polinomial M=9
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5 Regressao nao-linear com bases funcionais

5.1 Radial Basis Function
A regressao linear utilizando bases de func¢des radiais tem forma:
9= B191(x) + Bad2(z) + B3ds(z)

A dimensao de x pode ser maior que 1.
As fungdes ¢; tem a forma:

¢; = KF(|lz —c;|/KW)
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KF ¢é uma fung@o de Kernel (por exemplo, uma Gaussiana) e KW ¢ a largura do
Kernel. ¢; sdo coordenadas de centro para cada fungio.

Na priética, c; e KW ou KW, sdo mantidos constantes e s6 se estimam os valores
de 3.

Define-se uma matriz Z baseada na computagio das fungdes ¢;.

7z Zji = KF(|$$ —Cj|/KW)

A solugdo para os betas é:

B=(2"2)"1(2"Y)

5.2 RBF com ajuste nao-linear

Utilizar método da descida na direcdo do Gradiente para ajustar 3;, c; e KW;.

6 Heteroscedasticidade

E como se chama quando a variancia do ruido ndo € constante para x.
Se temos entradas na forma (z;, y;, af), entdo, o problema de minimizagéo é

argmin W0

Trata-se portanto de uma regressdao com pesos %
g



