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CLUSTERING

+ Basic Concepts
In clustering or unsupervised learning no training data,
with class labeling, are available. The goal becomes:
Group the data into a number of sensible clusters
(groups). This unravels similarities and differences among
the available data.
» Applications:
« Engineering
 Bioinformatics
« Social Sciences
* Medicine
« Data and Web Mining

» To perform clustering of a data set, a clustering criterion must first be
adopted. Different clustering criteria lead, in general, to different clusters.

1.Two clusters

2.Clustering criterion:
How mammals bear
their progeny

Lizard, sparrow,
viper, seagull, gold
fish, frog, red
mullet

Blue shark,
sheep, cat,
dog

Sheep, sparrow,
dog, cat, seagull,
lizard, frog, viper

1.Two clusters
2.Clustering criterion:
Existence of lungs

Gold fish, red
mullet, blue
shark

« Clustering task stages

» Feature Selection: Information rich features-Parsimony

» Proximity Measure: This quantifies the term similar or
dissimilar.

» Clustering Criterion: This consists of a cost function or
some type of rules.

» Clustering Algorithm:  This consists of the set of
steps followed to reveal the structure, based on the
similarity measure and the adopted criterion.

» Validation of the results.

» Interpretation of the results.




» Depending on the similarity measure, the clustering
criterion and the clustering algorithm different clusters
may result. Subjectivity is a reality to live with from
now on.

» A simple example: How many clusters??
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Modelos de Misturas

Distribui¢des que representam um fendmeno aleatério composto, cujo
modelo corresponde a diferentes comportamentos com determinadas
probabilidades.
Cada distribuicdo que faz parte da mistura é uma distribuicéo
componente.
Cada distribuicdo componente tem uma probabilidade de ocorréncia
» Exemplo:

+ Jogo uma moeda,

« Se der cara, puxo um carta de valor 16 a 20 de probabilidades idénticas,

= Se der coroa, jogo dois dados de valor 1 a 6 igualmente provaveis e somo 0s

resultados

> Neste caso:

P=aP +a,P,

A soma dos o deve ser igual a 1!!!

Resultados do “Jogo”

number of Sccurences

10 15 25
value of x.

Misturas

+ Dada uma amostra e K, o nimero de componentes, o aprendizado
corresponde a estimar as densidades de componentes e suas
proporcdes (estimagdo semi-paramétrica).

< Por exemplo, se a distribui¢do de componentes for formada por
normais multidimensionais, basta estimar os parametros n Y
,

para cada componente, além das propor¢des da mistura.

p() =3 p(x]G)-P(G)

i=1

Densidade de Proporcdes da mistura
componentes




Aprendizado nédo-supervisionado
% No caso nédo-supervisionado, ndo sabemos a qual classe pertence cada
observacéo da amostra.

< Queremos, na verdade, encontrar uma estrutura implicita na amostra.

< Para cada observagdo da amostra, precisamos, simultaneamente:

> Rotular a qual classe pertence cada observagao e
» Estimar os parametros da distribuicdo de cada distribuicdo componente.

Nossas hipoteses...

% Vamos supor, a principio, que nosso espaco de atributos é tal que
podemos calcular um vetor médio m

< Supomos também a éxisténcia de uma fun¢éo de dissimilaridade
d(x,m), que mede o qudo diferentes s&o os vetores de atributos x e
m.

<+ Dado um conjunto de amostras x, ... X a serem classificada em K
classes m, ... my, definimos o algoritmo K-Means.
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K-Means K-means otimiza verossimilhanca
% Inicializar aleatoriamente m, ... my
< A cada iteragdo:
> Rotular x;, associando ao m; mais préximo
> Ajustar m; conforme as médias dos elementos x; associados a m;
< Até que as rotulagbes ndo se alterem.

FIGURE 10.2. The k-means clustering procedure is a form of stochastic hill elimbing
lihood function. The contours. represent equal log-likelihood values for
wional data in Fig. 10,1, The d te parameter values after different

means algorithm, Six of the star shown bead 1o local max
Rotular x; Recalcular médias m; L 0y (0} = a3 00)) lead to a saddle g o= 0. From: Richard

-,

da, a £ Han, and David G, Swork, Pattern Classification. Copyright © 2001
by John Wiley & Sons, Inc
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Passos do K-means

FIGURE 10.3. Trajectories for the means of the k-means clustering procedure applied 10
two-dimensional data. The final Vi
the means correspond to the “centers” of the Voronol cells. In this case, convergence is
obtained in three iterations. From: Richard O, Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork,
Fattern Classification. Copyright © 2001 by John Wiley & Sons, Inc

slation ifor classification) is also shown
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% centros sao recakuiados par o media dos chrsters.

% centros sao recakuiados par o media dos chrsters.
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Kmeans.m (parte 1) Kmeans.m (parte 2)
< loadiris; % oldb=zeros(size(data,), k);
< b=ones(size(oldb) );
< % vamos pegar sepal-length e petal-length
< data=[iris(:,1),iris(:;,3)]; < while any(any( oldb~=b ))
% associar os elementos aos clusters mais proximos
< k=3; % tres clusters % b(i,j) onde i eh o elemento e j eh o cluster
< %clu[j,l] onde | eh o atributo e j eh o cluster < old|
< for i=1:size(data,1)
< %sorteia centro dos clusters "dentro do grafico” < dists = (data(i,1)-clu(:,1)).A2 + (data(i,2)-clu(:,2)).A2;
< for(i=1:k) E3 b(i,:)=zeros(1,k);
<> clu(i,1)=min(data(:,1))+rand*(max(data(:,1))-min(data(:,1))); o« loc=find(dists==min(dists));
<> clu(i,2)=min(data(:,2))+rand*(max(data(:,2))-min(data(:,2))); b(i,loc(1))=1;
« end end
< % plotar dados e centros dos clusters % P'ma"ldad“ "9:‘:;’5 a cada cluster
& figure; hold on; pause; cla reset; hold on; .
% plot(data(,1),data(:,2),'kx’); plol(dala(ﬁnd(b(,,l::,:H, ata(find(b( ;Rz:
< plot(clu(1,1),clu(1,2),'rh’);plot(clu(1,1),clu(1,2)," )),1). 3)),2),)mv);
< plot(clu(2,1),clu(2,2),'bp");plot(clu(2,1),clu(2,2),'b plot(clu(1,1),clu(1,2),'thY;plot(clu(1,1),clu(1,2),'r.");
< plot(clu(3,1),clu(3,2),'mv");plot(clu(3,1),clu(3,2), plot(clu(2,1),clu(2,2),'bp");plot(clu(2,1),clu(2,2),
% xlabel(sepal-length’); plot(clu(3,1),clu(3,2),'mv);plot(clu(3,1),clu(3,2),'m.);
4 ylabel(petal-length); G 0
< title(configuracao inicial’); 23 ylabel(petal-length’); 2

title('cada observacao eh associada ao centro de cluster mais proximo);




Kmeans.m (parte 3)

% recalcular a posicao dos clusters
% pela media dos elementos associados

clu=(b"*data) ./ (b'*ones(size(data)));

% plotar os novos clusters

pause; cla reset; hold on;
plot(data(find(b(:,1)),1) data(find(b(:,1)),2),'rh");
plot(data(find(b(:,2)),1),data(find(b(:,2)),2),'bp");
plot(data(find(b(:,3)),1) data(find(b(:,3)),2), mv’
plot(clu(1,1),clu(1,2),'rh");plot(clu(1,1),clu(1,2),
plot(clu(2,1),clu(2,2),'bp");plot(clu(2,1),clu(2,2),"
plot(clu(3,1),clu(3,2),'mv');plot(clu(3,1),clu(3,2),'m.");
xlabel('sepal-length’);

ylabel('petal-length’);

title("os centros sao recalculados para a media dos clusters’);

end

disp('\n\nTerminou!
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Aplica¢cbes do K-means

«Quantizacdo cromética

o

Representar uma imagem colorida de 24-bits (até 16 milhdes de cores
por pixel) em uma imagem com 8-bits por pixel.

Utilizar uma tabela de cores em que ha 256 cores disponiveis dentre as
16 milhdes.

Mapear cada pixel na cor mais apropriada, de forma a ficar mais
semelhantes a imagem original.
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Aplica¢cbes do K-means

+«Quantizacéo de vetores

Caso geral do problema anterior, utilizado para compresséo de sinais
com perda.

Amostra X, ... X; ... Xy & K vetores de referéncia m, ... m; ... my.

Os vetores m; formam um dicionario ou codebook.

Para codificar, escolhemos m; de menor distancia para a observacéo x;.

Para criar o c6digo, utilizamos o k-means para escolher o conjunto dos
vetores m;.
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Fuzzy K-Means

Em oposicdo ao método K-Means que rotula cada instancia como
pertencente a uma classe, 0 FCM (Fuzzy c-means) ou FKM atribui um
grau de pertinéncia ao par instancia-classe.

O grau de pertinéncia esta associado a distancia da instancia ao centro
de cada cluster.

Os centros dos clusters sdo, entdo, re-estimados com base numa
média ponderada das observacdes.

Observa-se pouca vantagem em relagdo ao K-means.
Entretanto, se ao invés de médias utilizamos “protétipos” das formas

dos clusters e ao invés de “distancias” de ponto a ponto utilizamos as
pertinéncias de pontos aos “protdtipos”, esse método é recomendado.

28




E.M.

% Expectation-maximization ou Maximizacdo do valor esperado é um
método de estimagdo de parametros.

« E utilizado quando n&o conseguimos resolver a estimagéo de
parametros por métodos diretos. (por exemplo, no caso em que ha
valores ndo-tabelados ou no caso das misturas de distribuicdes).

% No caso das misturas, os valores faltantes séo os rétulos dizendo a que
classe pertence cada observagéo.

« E uma técnica iterativa com convergéncia estocastica.

< E um método guloso: vai encontrar minimos locais.
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E.M.

« Divide-se em dois passos:

» Passo E: (valor esperado) Utilizo as distribuicdes de
probabilidades estimadas para “completar” os dados
faltantes com seus valores esperados. (corresponde a
rotulagdo do K-Means)

» Passo M: (maximizacéao) utilizamos as tabelas “completadas”
com os dados faltantes estimados para estimar novos
parametros através da maximizagdo da verossimilhanga.
(corresponde a estimacdo das médias no K-means)
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E.M. para Clustering

% E uma “extensdo” do K-means

< Como, em geral, o processo de EM é pesado e precisa de uma
estimativa inicial préxima do resultado esperado, o K-means é utilizado
para iniciar o algoritmo de EM.

<+ Séo feitos alguns passos do K-means.

% A verossimilhanca a ser maximizada é

K
L(@|D)=log[ T p(x, @)= l0g > p(x |G,)P(G))
1 i
% P(G)) corresponde a proporggo das misturas e chamaremos de .

< D é o conjunto de observagdes x;.
< @ consiste em T, mais estatisticas suficientes para p(x,lGJ)
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E.M. para clustering (passo E)

Consideramos, agora uma versao da fungéo de verossimilhanca em
que os dados escondidos (faltantes) sé@o representados num conjunto Z
de variaveis.

Le(®[D,2)

No caso do clustering, Z corresponde aos rétulos associando cada
observagdo a uma classe.

Definimos Q como o valor esperado para a verossimilhanca completa,
com base nos dados conhecidos e nos parametros estimados até
entéo.

Q(@|®,)=E[L:(®|D,Z)|D,®,]

<+ Como a verossimilhanca completa depende de Z diretamente, estamos
estimando Z no passo E.
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E.M. para clustering (passo M)

Uma vez estimados os valores de Z, vamos estimar novos valores para
os atributos ® de forma a maximizar a verossimilhanca Q

arg max
O, = ® Q((I),(I)I)

Neste passo, obtemos as médias para cada cluster e também as
matrizes de covariancia.

Definindo a verossimilhanca da instancia x; pertencer a classe G; como
um conjunto de variaveis escondidas h;;:

E.M. algoritmo

% Passo E:

Hexpl- (0% -m,)7s, (%, -m))]

h, = > :
7, fSo| * expl- (090 -m,)7 s, x - m,)]
g
2N,
= IN

< Passo M:

>hox, 205 0 =my)(x —m;)”
o gl i, S SN=E
i Zhi,j i ;hi‘i

m
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% centros sao recakuiados par o media dos chrsters.

K-Means online

% Algoritmos online fazem acesso a cada elemento do conjunto de
treinamento uma Unica vez.

5 <+ Definimos o erro de reconstrugdo como
& - ( K ) 1 b 2
5, E{{m}j.ID :EZZ X —mi|
2 . 0=
. - % Onde b é 1 se a distancia de x; a0 m; € minima ou b=0 caso contrario
<+ Utilizando a descida na dire¢do do gradiente para minimizar E. O
z método do gradiente estocastico realiza a descida online, enquanto
3 recebe novas observagdes.
1
f 45 5 55 ‘anmh 65 T 75 ] Amk.] :—qrm Z’Ib.,k(x.,, —mk‘j)
k.
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K-Means online Algoritmos de clustering
% Em outras palavras: Move-se o centro do cluster que é mais préximo
da Gltima observagédo na dire¢do desta por um fator n.
< Inicializar mj com j=1 ... K
«+ Repetir para cada x; vindo em ordem aleatéria:
arg min . - - > —
= H = JH Single | Complete Square Graph Mixture Mode
Link | Link Ervor | |Theoretic| | Resolving | | Seeking
m, =m, +77(X, —m;) | L
k-means Expectation
Maxumization
< Até a convergéncia de m. Figure 7. A taxonomy of clustering approaches
39 40
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Exemplo: Algoritmo monotético

Figure 8. Monothetic partitional clustering.

Jain et al., ACM Computing Surveys, Vol. 31, No. 3, September 1999

a4

PROXIMITY MEASURES

< Between vectors

»Dissimilarity measure (between vectors of X) is a
function

d: XxX—R

with the following properties
. 3dd, eNR: —o<d, <d(X,y) <4, VX, yeX

- d(x,x) =d;, VxeX
< d(xy)=d(y.x), vx,yeX

42

If in addition

- d(x,y)=d, if and only if x=y
- d(x,2)<d(x,y)+d(y,2), VX y,ze X

(triangular inequality)

d is called a metric dissimilarity measure.

43

» Similarity measure (between vectors of X) is a
function

S: XxX—R
with the following properties
35, €eR: —0<S(X,Y) <5 <+o, VX, Yy e X
- 8(X,X) =5, VxeX

-s(x,¥)=s(y,%), Vx,yeX
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If in addition
- s(x,y)=s, if and only if x=y

. s(x, y)s(y,2) <[s(x, y) +s(y,2)Is(x,2), VX, y,zeX

S is called a metric similarity measure.

« Between sets
Let D;c X, i=1,... k and U={D;,...,.D,}
A proximity measure g on U is a function

p:UxU—R

A dissimilarity measure has to satisfy the relations of
dissimilarity measure between vectors, where D;" s are used
in place of x, y (similarly for similarity measures).
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PROXIMITY FUNCTIONS BETWEEN A
VECTOR AND A SET
@ Let X={X; X,,....xnyand Cc X, x € X

«» All points of C contribute to the definition of (x, C)
» Max proximity function

P (%,C) = MaX, ¢ (X, Y)

» Min proximity function
P (X,C) =min,_c p(x, y)

» Average proximity function

s 1 £ R
a0 (X,C) :Ey;@(& ¥)  (ngis the cardinality of C)
4 46

% A representative(s) of C, r. ,_contributes to the definition of
#&,C)
In this case: o %,C)= o %,rc)
Typical representatives are:
» The mean vector:

m (%)

where n is the cardinality of C

» The mean center: d: a dissimilarity

——— | measure

meeC: Y d(me,y)<>d(zy), VzeC
yeC yeC

» The median center:

My €C: med(d(m,., y)|yeC)<med(d(z,y)|yeC), VzeC

med ?
NOTE: Other representatives (e.g., hyperplanes, hyperspheres) are
useful in certain applications (e.g., object identification using

clustering techniques). bt

PROXIMITY FUNCTIONS BETWEEN SETS

* Let X={x,,...xy}, D;, Dy X and ni=|Dj|, nj=|Dj|
+ All points of each set contribute to &(D;,D;)
» Max proximity function (measure but not metric, only if o is a
similarity measure)

max (Dss DJ) = MaXycp, yep, éo(ﬁxx)

» Min proximity function (measure but not metric, only if & is a
dissimilarity measure)

Pmin (D D) =min,p o 0(X,Y)

» Average proximity function (not a measure, even if  is a
measure)

920u0)=( i | Totsy

171 /D, xeD; 48
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« Each set D; is represented by its representative vector m;

» Mean proximity function (it is a measure provided that @ is a
measure):

Pmean(D;, D)) = 2(m;,m,)

> ©.(D.D))= p(m;,m;)

NOTE: Proximity functions between a vector x and a set C may be
derived from the above functions if we set D;={x}.

49

» Remarks:

« Different choices of proximity functions between sets may
lead to totally different clustering results.

» Different proximity measures between vectors in the same
proximity function between sets may lead to totally different
clustering results.

« The only way to achieve a proper clustering is

— by trial and error and,

— taking into account the opinion of an expert in the field of
application.
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Métodos hierarquicos
% Método hierarquico pode ser

» Aglomerativo: partindo de varios clusters de um tnico elemento e unindo
clusters até que todos elementos pertencam a um Unico cluster.

> Divisivo: parte de um Unico cluster e vai particionando cada cluster até
obter um elemento em cada cluster.

“ Em fungdo da medida da distancia entre dois clusters pode ser:

> De ligagéo simples: a distancia entre dois clusters € a menor distancia
possivel entre dois pontos, um em cada cluster.

» De ligagdo completa: a distancia entre dois clusters é a maior distancia
entre dois pontos, um em cada cluster.
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FIGURE 10.14. The fanthest-neighbor clustering algorithm uses the separation between
the most distant points as a criterion for cluster membership, If this distance s set very
large, then all points lie in the s cluster. In the shown at the left, a fairdy large
leads to three clusters; a smaller ¢ Ives four clusters, as shown at the right. From:
Richard ©. Duda, Peter E. Hart, and David G. Swrk, Pattemn Classification. Copyright
[ 001 by john Wiley & Sons, Inc

Dendrograma

£

stmilarity scale

FIGURE 10.11. A dendrogram can represent the results of hierarchical clustering algo-
rithms. The vertical axis shows a generalized measure of similarity among clusters. Here,
at level 1 all eight paints lie in singleton clusters; each point in a cluster is highly similar
to itself, of course, Points x, and x> happen 1o be the most similar, and are merged at
level 2, and so forth. From: Richard O, Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, Pattern
Classification. Copyright @ 2001 by John Wiley & Sons, Inc,
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Minimal Spanning Tree Referéncias
< Duda, Hart, Stork (livro)
E . <« Teodoridis, Koutrombas (transparéncias e livro)
8." <
- < Andrew Moore (tranparéncias)
length B
FIGURE 10.21. A minimal spanning tree is shown at the left; its bimodal edge length
distribution is evident in the histogram below. If all links of intermediate or high length
removed ired), the two natural clusters revealed (right). From: Richard O. Duda,
Peter E. Hart, and David G, Stork, Pattern Classitication. Copyright © 2001 by John
Wiley & Soms, Inc.
55 56
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