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Ajuste de funcoes Introducao

Introducao

A interpolagdo nao é recomendada quando:

E preciso obter um valor aproximado da fun¢o em algum ponto fora do
intervalo de tabelamento, ou seja quando se quer extrapolar.
Os valores tabelados sdo resultados de algum experimento fisico ou de

alguma pesquisa, porque, nestes casos, estes valores poderdo conter erros

inerentes que, em geral, ndo sdo previsiveis.ar
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Ajuste de funcoes Critérios para Medida de Qualidade do Ajuste

Critérios para Medida de Qualidade do Ajuste

Seja R,‘ :f* ()Ci) — Vi

Todos os erros devem tender a zero ou seja Vi[R; — 0].
f(xi):yi:f*(xi),i.e. R,-:O,i:],...,n (])

Recai em interpolagao.
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Ajuste de funcoes Critérios para Medida de Qualidade do Ajuste

Soma do Erro

A soma dos erros devem ser tdo pequena quanto possivel, ou seja, > R; deve

ser minimizada.

Problema: soma nula de erros.

>
X
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Ajuste de funcoes Critérios para Medida de Qualidade do Ajuste

Soma do Valor Absoluta do Erro

A soma dos erros em valor absoluto deve ser a menor possivel, ou seja,

m

D17 () = i 2)

i=1
deve ser minima.
Problema: esta soma ndo € nula, porém a funcao médulo ndo € diferencidvel
em seu ponto de minimo. Com isso, temos dificuldades em achar o minimo de

tal soma.
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max If* (xi) — il

calculos manuais.

deve ser minimo. Problema: a solucio € muito dificil e nao recomendada para

3)
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Ajuste de funcoes Critérios para Medida de Qualidade do Ajuste

Método dos Minimos Quadrados

n
2
S K 4)
i=1
¢ minimizado.
Neste caso nunca teremos uma soma nula e a fung@o quadrado é facilmente

diferenciavel. E o mais usado.

Prof. Celso HIRATA (ITA) CCI-22 30 de novembro de 2007 11/37



Ajuste de funcoes

Introducdo

Critérios para Medida de Qualidade do Ajuste
© Método dos Minimos Quadrados
Ajuste a uma reta: Regressao Linear
Ajuste usando polindmios
Ajuste: Caso ndo-linear
Ajuste Usando a Curva Potencial

Ajuste Usando a Curva Exponencial

«Or <Fr o« = o



Ajuste de funcoes Método dos Minimos Quadrados

Método dos Minimos Quadrados

Obter f*(x) onde:
f* ()C) = C1¢l(x) + ngbz()C) +.oo+ C/1¢n(x) )

cy desconhecidas, k = 1,...,ne ¢1, @2, ..., ¢, funcdes escolhidas de acordo
com o Diagrama de Dispersdo (dados experimentais).
Problema: determinar c;’s de modo que a soma dos quadrados dos residuos

seja minima. O residuo é dado por:
R,’ :f*(xi) — Vi i:],...,m (6)

m pontos tabelados (> n coeficientes)
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Ajuste de funcoes  Método dos Minimos Quadrados

Seja R a soma dos quadrados dos residuos.

R = ZR,Z = Z(f*(xi) — i) (7

i=1 i=1

Queremos:

f*(xi)
aick—ZZ[f x, yl} 8 =0 k:l,...,n (8)
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Ajuste de funcoes
Como Z_0)

Qbk (xl)

Método dos Minimos Quadrados

n, entdo:

> lergi(x) + caga(x:) -+ enn(xi) = yilfr(xi) =0
i

Como k =1 i

k=1

n, temos um sistema de equagdes algébricas

— > [e1¢i(x) + ca0a(x)

A+ Cadn(xi) — yilp1(xi) =0
k=2 — > [c16i(xi) + ca¢a(x) + .. + Catpu(xi)

—yil¢2(x;) =0
k=n — Z[C1¢i(xi) + c22(x;)

+ CnPn (xz) - yi]d)n(xi> =0
Prof. Celso HIRATA (ITA)
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Reescrevendo:

i

Zqﬁz(m)@(m)

D dix)i(x) |

Zasn(xim(xi)

)+

)+

Ajuste de funcoes

Z ®2(xi) 2 (x;)

Z¢2(x[)¢1(x[) 5

Z ¢)l(xi)¢l (Xi)

e+

e+

Método dos Minimos Quadrados

Z n(xi) 1 (xi)

L 1

Z &n(xi) b2 (xi)

Z &n(xi) b (xi)

n equagdes, n incognitas — Sistema de Equacdes (Normais)
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Cp = Zyi¢2(xi)

Cn = ZYi¢n(Xi)
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Ajuste de funcoes Método dos Minimos Quadrados

Se ¢1(x), ..., ¢,(x) forem linearmente independentes o determinante do
sistema € diferente de zero e portanto o sistema tem solugao tnica.
Demonstra-se também que R atinge seu valor minimo nessa solucao.

Veremos os casos mais comuns de ajuste: Ajuste polinomial
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Ajuste de funcoes Ajuste a uma reta: Regressido Linear

Ajuste a uma regra: Regressao Linear

¢

di1

do

) J

Seja (x;,vi),i =1,...,monde y; = f(x;)
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Ajuste de funcoes Ajuste a uma reta: Regressao Linear

Seja f*(x) = ap + a;x areta que melhor se ajusta aos dados
Originalmente /* = ¢ ¢ (x) + cado(x) + ... + cpdn(x) = ag + ayx.
Ou seja, 101 (x) = ap e cadn(x) = apx.

Dessa forma ¢; = ag, ¢1(x) = 1, co = aj e ¢o(x) = x.

Queremos achar ¢ € ¢;.
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Ajuste de funcoes Ajuste a uma reta: Regressao Linear

Sejam R; = y; — (ap + ajx;) ou R; = f; — (ap + a;x;) onde f; = f(x;).
Pelo critério dos minimos quadrados, para que tenhamos » | R,-2 minimo, é
necessdrio que:

OR OR

T o M0 10
dag © aj (10)

onde R = [f| — (a +611X1)}2 + 2 — (ao +611x2)]2 +... 4+ fm— (a0 +a1xm)}2
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Ajuste de funcoes

Ajuste a uma reta: Regressao Linear
Teremos:
a = S XD — D xi Yo X
myx; — (%)
a = mzixi'fi - Zixi- szz
myx; — (%)
P >oiXiofi — (D0 xi- 2 0.0i) /m
22X — (30x)2/m
ay = [ff—af”
onde y* = % e x* = 2t

m
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Ajuste de funcoes  Ajuste a uma reta: Regressao Linear

Exemplo:

x 05 1 2 3 4

y 2500 2400 2000 1800 1500
x=5,y="

x=6,y="?

Sxi=10.5, 3 y; =10200e > x;y; = 19050
Sox? =30.25, (Y x)? = 110.25

ap = 2646.95112 ¢ a; = —289.024390

y = 2646.95 — 289.02x

x=5,y=1202

x=06,y=0913

=] =2 = = C
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Polinémio de grau 2: f(x) = ag + ajx + ayx
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Polinémio de grau n: f*(x) = ap + ajx + ... + a,x"
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t

v

139 43.0 67.8 89.0 99.2

1.04 1.12 1.19
Sejav(t) = 1 + bt + c?

1.24

1.27
y(t) =v(t) — 1 = bt + ¢t
> 7 > £ 1], > i
1 4 — 1
Y6 X || e S 1y
1 4 l
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resolvendo,

St =312.9 Sty = 66.142
j i

1
ST =24400.69 3 Ay = 5661.0202
i i

1 = 2.0750189E6

St = 1.841675E8

b = 0.003068189
c=1.548545E —7 v(t) =1 + bt + c*
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Ajuste de funcoes

Ajuste usando polindmios

Ajuste usando polinomio - Exemplo

Verificacdo:

t v(dado) v(ajustado) t v(ajustado)

13.9 1.04 1.04 20 1.06

43.0 1.12 1.13 25 1.08

67.8 1.19 1.21 30 1.09

89.0 1.24 1.27 35 1.11

99.2 1.27 1.31 40 1.12
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Ajuste de funcoes Ajuste: Caso nao-linear

Caso nao-linear

= Exponencial: y(x) = aje” ", o) e ay coeficientes positivos.

® Para usar o método dos minimos quadrados deve-se fazer linearizagio.

y(x) = aje”**

z=1In(y) = In(a) — apx

BSea = In(avy) e ar = —an, z = In(y) = a; + apx é um problema linear
nos parametros a; e a,, o0 método dos minimos quadrados pode entdo ser
aplicado na resolucdo do problema. Obtidos os pardmetros deste problema,

usaremos estes valores para calcular os pardmetros originais.
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Exemplo

Ajuste de funcoes Ajuste: Caso nao-linear

X -1.0 -0.7

-04  -0.1 0.2 0.5 0.8 1.0

f(x) 36.547 17.264

8.155 3.852 1.820 0.860 0.406 0.246
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Ajuste de funcoes Ajuste: Caso nao-linear

Exemplo

Isso nos sugere um ajuste: y(x) = aje” 2"

Conforme vimos, a linearizacao a ser feita é:

z=1In(y) = In(aje™*?*) = In(ay;) — apx

Assim, em vez de ajustar y, ajustaremos z = In(y), encontrando
z(x) = a; + apxonde ap = In(x)) e a; = —

Temos pois:
x -1.0 -07 -04 -0.1 0.2 0.5 0.8 1.0

z 3599 2849 2099 1349 0.599 -0.151 -0.901 -1.402
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8.041

=03 Yx2=359 Yz =804l Yz = —8.646
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—8.646
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Assim: ap = 1.099 e a; = —2.5

a) = e — a; = 0% =3.001
ap = —a; — oy = 2.5

E a fungéo y(x) = aje®* fica:

y(x) = 3.001e=%5*
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ale‘Z

In(y) = In(a;x™*?) = In(a1) — az In(x)

In(y) = ap + ait
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y

In(y)

ao;

Inay +xIn(az) = ap + arx
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Ajuste de funcoes Ajuste: Caso nao-linear

Teste de Alinhamento

Uma vez escolhida uma fun¢@o nao linear em oy, ap, . . . , «;,, para ajuste, uma
forma de verificarmos se a funcio nio linear escolhida é adequada ou nio,

usa-se o teste de alinhamento:
Fazer a ‘lineariza¢do’ da fung¢do linear escolhida;
Fazer o diagrama de dispersdo dos novos dados;

Se os pontos do diagrama estiverem alinhados, isto significard que a

funcdo nao linear escolhida foi uma boa escolha.
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