5. Integracao numerica |

5.1 Formulas de Newton-Cotes.

5.2 Quadratura de Gauss-Legendre.

5.3 Comparacao dos métodos de integ. simples.
5.4 Integ. dupla pelas formulas de Newton-Cotes.
5.5 Integ. dupla via formulas de Gauss-Legendre.
5.6 Comparacao dos métodos para integ. dupla.

5.7 Estudos de caso:
[1 Distribuicao de probabilidade.
(] Integral impropria.

5.8 Exercicios.
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Formulas de Newton-Cotes |

[0 Funcao f(x) aproximada por um polindmio.

[1 Por exemplo, polindmio de Gregory-Newton

f(ac)%Pn(x)zyO—I—Z - H(Um—j)a
i=1 ¥ =0
T — Qo
Uy =— .
! h
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Regra do trapézio I

[0 Paran=1
b b=x1
/ f(x) da:%/ Pi(x) dzx.
a a=xQ
[1 Mudanca de variavel de z — uy € uy — u
Lo — 20
T=a=x0 — U= Py ~ u = 0,
- h
x=b—x1—>u—m1 xo——«»u=1
h h

0 Usando a notacdo vy; = f(x;)

b=x1 1
L = / P (z) do = /o (yo + ulAyg)h du.

a=xq

[1 Integrando, analiticamente, o polinOmio
1

2
y _
Ih =nh [you-l-—Ayo] =h(yo+u),
2 0 2
h
I =§(2yo+y1—yo),
h
I = E(yo-l-yl) :
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Representacao geomeétrica da integracao I

0 Aproximacao da funcao f(x) por um polindmio
interpolador P(z) de grau 1

Formula de Newton—-Cotes com polindmio de grau 1
T T T T

— y=f(x)
© y=P()
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Exemplo I

41
] Calcular /1 — dx pela regra do trapézio.
T

[ Polindbmio de grau 1 passa pelos pontos com abs-
Cissassa=xg=1eb=xz1 =4

h=4—-1=3,

3/1 1
1=5(1+3)~
I = 1,875.
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Regra do 1/3 de Simpson I

0 Aproximando f(x) por polindmio P>(x) de grau 2

/abf(x) dz ~ /b:w2 Po(z) dx.

a=x(Q

[1 Mudanca de variavel

r=a=2x0 — U= 1 ~ u = 0,
— 2h
x=b—x2—>u—x2 SO ~ U= 2
h h

[1 Equacao de integracao

b=x> 2 2_
I, = Po(z)de = / (yo +ulyg+— “A2y0>hdu.
a=xQ 0
[1 Integrando, analiticamente, o polinOmio
2 3 2 2
u u u
Io = hlyou+ —Ayg+ [ — — — | &%y
2 6 4 0

1
I h[2yo + 2(y1 — yo) + §(y2 —2y1 + yo)],

h
Iy = g(yo + 4y1 +y2) |
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Representacao geomeétrica da integracao I

0 Aproximacao da funcao f(x) por um polindmio
interpolador P(xz) de grau 2

Formula de Newton—-Cotes com polindmio de grau 2
T T T T

— y=f(x)
© y=P()
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Exemplo I

41
[] Calcular/ — dx, usando a regra do 1/3 de Simp-

1 x
son.

[J Para construir um polinOmio de grau 2 sao ne-
cessarios 3 pontos.

[1 As abscissas por onde o polinOmio ira passar sao
a=xzg=1, 1 =25eb=xr=4

h="_~"—=15:

2
o511
— — — — | ~
27 3 \1 " "25 "4
I, = 1,425.
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Regra dos 3/8 de Simpson I

0 Aproximando f(xz) por um polindmio de grau 3

/abf(x) dr ~ /bzm3 P3(x) dx.

a=xq

[1 Mudanca de variavel

[ Equacao de integracao

b=x3
I3 = / P3(z) dx,

a=x(
3 u? —u
I3 = /o <yo + ulAyg + A%y +
3 3 2 2
¢ Z + uA3yo> h du.
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Regra dos 3/8 de Simpson cont. I

[l Integrando, analiticamente, o polinOmio
3 2

2
u u u 2
I =h —A — JAN
3 [you-l-2 yo+<6 4> Yo +
4 3 2 3
u u u
_ A3
<24 6+6> yo] 07

9 9
Is=nh [3?/0 + E(yl — o) + Z(?JQ —2y1 +yo) +

3
g(ys — 3y + 3y1 — yo)],

3h
I3 = E(yo + 3y1 + 3y +y3) |
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Representacao geomeétrica da integracao I

0 Aproximacao da funcao f(x) por um polindmio
interpolador P(xz) de grau 3

Formula de Newton—-Cotes com polindmio de grau 3
T T T T

— y=f(x)
© y=P(¥)
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Exemplo I

4

1
[1 Calcular /1 — dx pela regra dos 3/8 de Simpson.
5

[1 S0 necessarios 4 pontos para construir um po-
lindmio de grau 3.

[1 As abscissas sao a = xg = 1, ©1 = 2, o0 = 3 €
b=x3 =24

e S 3-1<1+31+31+1>
= =1 — = —— | — — — — |~
3 ST g \1 772773 "4
I3 = 1,4063.
41 4
0 Senolo/1 = dz = 10g.(z) |, = l0g.(4) ~ 1,3863.
X

[1 Resultado da integracao melhora a medida que o
grau do polindmio interpolador aumenta

In | In — 109.(4)]
1,8750 0,4887
1,4250 0,0387
1,4063 0,0200

W N RS
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Formula geral de Newton-Cotes I

[1 Formulas de Newton-Cotes sao da forma geral

In

nh

dn 1=0

CiYq

-~

[ ¢;: coeficientes de Cotes.

[1 Valores de d,, e dos coeficientes de Cotes

n| dp Co c1 Co c3 ca Cs C6 C7 cs
1 2 1 1

2 6] 1 4 1

3 8 1 3 3 1

4 90| 7| 32 12 32 7

5| 288| 19| 75 50 50 75 19

6| 840| 41| 216 27| 272 27| 216 41
7(17280|751|3577|1323| 2989 2989| 1323|3577| 751
8128350(989|5888|—-928|10496|—-4540(10496|—-928|5888|989

[ Uso de um polinOmio de grau superior a 3 para
integracao numeérica.

[1 O resultado é melhorado pela subdivisao do inter-
valo de integracao e aplicacao de uma formula de
Newton-Cotes em cada subintervalo.
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Regra do trapézio composta I

[1 Integracao baseada em polinOmio de grau 1

h
I = E(yo + y1).

[0 Subdividir [a,b] em m subintervalos iguais.

[1 Aplicar a equacao acima a cada 2 pontos

/ T ) de e I

a=xq

h h h
I = §(yo +y1) + 5(91 + yo) + E(QQ + y3) +

h
o S (Yot + ym)

h
I = §(y0 +2y1 +2y> + - - + 2ym—1 + ym),
h m
Iy = > > Civil
i—0

[1 Qualquer valor de numero de subintervalos m.
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Interpretacio geométrica I

[0 Integracao da funcao f(z) utilizando 6 polindmios
interpoladores P(x) de grau 1

Férmula composta de Newton—Cotes com polinémios de grau 1
16 I T T T T T T T
— y=f(x)
© y=PKX)
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Exemplo I

3
(1 Calcular /1 af;3loge(ac) dr pela regra do trapézio
composta com m = 4 subintervalos.

b—a 3—-1

[1 Valor de h = :T—>h=0,5.

m
[1 Dispositivo pratico formado por quatro colunas,

Jcom:=0,1,..., m, z;, = a,a + h,a + 2h,...,b,
y; = f(x;) e ¢; sendo os coeficientes de Cotes

1| X Yi C;
0|1,0| 0,0000] 1
1/1,5| 1,3684 | 2
2120 55452 | 2|
3|/2,5|14,3170| 2
413,0|29,6625| 1

0,5
2

I1= (0,000042(1,3684+5,5452+14,3170) +

29.6625) ~» I; = 18,0300.
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Exemplo I

2 o— COs(z)

[1 Calcular d ela regra do trapézio
o vor+a “*P J P
composta com m = 5 subintervalos.
b — 2—-0
1 Valor de h = - % — h =04,
m 5
1 X Yi C;
0/0,0/0,1839 | 1
1/0,4|0,1817 | 2
210,81 0,2105| 2}
3/11,2]0,2751 | 2
4116 |0,3837 | 2
512,0]10,5360 | 1
0,4
1= 5 (0,1839+42(0,181740,210540,2751 +

0,3837)+0,5360)~> [{ = 0,5644.
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Regra do 1/3 de Simpson composta I

[] Integracao baseada em polindmio de grau 2

h
I = g(yo + 4y1 + yo).
[0 Subdividir [a,b] em m (multiplo de 2) subintervalos
iguais.
[1 Aplicar a equacao acima a cada 3 pontos

/ T e e) di e I,

a=xq

h h
12=§(yo+4y1+y2)+§(y2+4y3+y4)+--- -+

h
g(ym—z + 4Yp—1 + ym),

h
12=§(yo+4y1+2y2-|-4y3-|-2y4—|---- +
2Ym—2 + 4Yym—1 + ym),

hm

> iy

3 =0

-

I =

[ Numero de subintervalos m deve ser multiplo de
2, que € o0 grau do polinbmio interpolador usado.
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Interpretacio geométrica I

[0 Integracao da funcao f(z) utilizando 3 polindmios
interpoladores P(x) de grau 2

Férmula composta de Newton—Cotes com polinémios de grau 2
16 I T T T T T T

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Exemplo I

1
[1 Verificar que © = 4/ dx, usando a regra

0 14 z2
do 1/3 de Simpson composta com h = 0,25.
b— 1-0
7 Valor de m=-— = m=4 (midltiplo de 2).
h 0,25

[1 Dispositivo pratico

~
8

Yi ¢
0,00 | 1,0000
0,25 | 0,9412
0,50 | 0,8000
0,75 | 0,6400
1,00 | 0,5000

.

A W NN~ O
= AN PP =

025

2(0,8000)+0,5000) ~ I, =0,7854;

4.1, =3,1416 ~ 7.
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Exemplo I

3 erm
[] Calcular/ dx, usando a regra do 1/3 de
0 (14 2x)2

Simpson com m = 6 (multiplo de 2) subintervalos.

O valorde h — =4 _3-0 h=0,5.
m 6
? Ly Y; &)
0/0,0| 0,0000] 1
1/05| 0,3398| 4
21,0 0,8210| 2
3/1,5| 1,8830| 4|
4120| 4,3679 | 2
5(25]10,3065 | 4
6130246997 | 1
0,5
Ir= 2 (0,0000+4(0,339841,8830+10,3065) +
2(0,821044,3679)+24,6997) ~»
I» = 14,1991.
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Regra dos 3/8 de Simpson compostal

[] Integracao baseada em polindmio de grau 3
3h
I3 = g(yo + 3y1 + 3y2 + y3).

[0 Subdividir [a,b] em m (multiplo de 3) subintervalos
iguais.

[1 Aplicar a equacao acima a cada 4 pontos

/ T ) de ~ I,

a=xq

3h 3h
I3= g(yo+3y1+3y2+y3)+8%y3—|—3y4+3y5+y6)

3h
+ .. 4 g(ym_?,-|-3ym—2‘|‘3'ym—1 +ym),

3h
I3= g(yo+3y1 +3y>+2y3+3ys+3ys+2y6

+ -+ 2ym—3+3Ym—2+3Ym—1+ym),

3h
I3 = 3 > iyl
i=0

[ Numero de subintervalos m deve ser multiplo de 3,
que é 0 grau do polindbmio interpolador usado.
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Interpretacio geométrica I

[0 Integracao da funcao f(z) utilizando 2 polindmios
interpoladores P(x) de grau 3

Férmula composta de Newton—Cotes com polinémios de grau 3
16 I T T T T T T

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Exemplo I

4
[ Calcular /1 l0g, <x3-|— et +1 ) dx pela regra dos
3/8 de Simpson com m = 6 (multiplo de 3) sub-

intervalos.

b— 4 —1
[ Valor de h = g h = 0,5.

m 6

~
B

Yi Cj
1,0]1,0744 | 1
1,511,7433 | 3
2,0 12,3834 | 3
2,512,9578 | 2
3
3
1

3,0 | 3,4529
3,5 | 3,8860
4,0 | 4,2691

OO 00 b W N BRHE O

3-0,5

I3 = (1,0744 + 3(1,7433 + 2,3884 +

3,4529 + 3,8860) + 2 - 2,9578 + 4,2691) ~»
I3 = 8,5633.
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Exemplo I

2.7
[1 Calcular / z + sen(z)
0 1+ cos(x)

3/8 de Simpson com passo de integracao h = 0,3.

dxr, usando a regra dos

b—a 2,70

0 Valor de m= = — m=9(multiplo de 3).

h 0,3

ARES Y Ci
0|0,0 0,0000 | 1
110,3| 0,3046 | 3
210,06 0,6380 | 3
310,9 1,0381 | 2
41,2 1,5650 | 3|
511,5] 2,3325 | 3
61,38 3,6894 | 2
7121 5,9844 | 3
812,411, 7113 | 3
9| 2,7132,6014 | 1

3-0,3
I3 = 87 (0,0000+43(0,3046+-0,6380+41,5650 +

23325450844+11,7113) 4+ 2(1,0381 +
3,5894) + 32,6014) ~ I3 = 12,3147.
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Erro de integracao da regra do trapézio I

[1 Erro de truncamento de um polindmio de Gregory-
Newton de grau n

)

(n+ 1)V

Tn(z) = ] (= — ;)
=0

[0 Regra do trapézio (polindmio de grau n = 1)

!/
0
Ty () = (2 — w0)(x — 21)L ; D) <0 <.
[ Erro de integracdo Fy; cometido ao usar Pi(x)
1 f"(601)
FE11= (z — z0)(x — x1) S d
L0
[0 Mudanca de variavel de z para u = u; = L _hxo
f”(91)
E1a —/ (hu)(h(u — 1)) u,
R3f1(01) (B w?)[ B £ (61)
El,].: - ’\/>E1,1:— .
2 3 0 12
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Erro de integracao da regra do trapézio cont. I

[1 Erro de integracao global

m h3
Ey=3 B1i=—5(f"(00+ "0+ 41" (0n)),
i=1
[1 6, determinado em cada um dos m subintervalos.

[0 Se f""(x) for continua no intervalo [a, b], entdo exis-
te algum valor de = = 0 € [a,b] para o qual o
somatorio € igual a mf"(0).

[1 Passo de integracao
h=(b—a)/m.
[1 Erro global de integracao da regra do trapézio

R3mf"(0)  (b—a)3mf"(6)
12 T mS3 12

E1 = , a <0 <b,
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Erro de integracao das regras de Simpson I

[0 Regra do 1/3 de Simpson

(b—a)S

Xy
180m4f (0), a <0 <b|

Ey =

[J Regra dos 3/8 de Simpson

(b—a)>
80m*4

By = — f2(0), a< 0 < b|

[J Valor de 6 é o ponto no intervalo [a,b], no qual
a derivada de f(x) apresenta o maior valor em
modulo.

[1 Equacdes fornecem a cota maxima do erro de in-
tegracao.

Algoritmos Numéricos Cap.5: Integracgdo numérica Ed1.0 (©2001 FFCf 28



Exemplo I

3
7 Calcular /1 (4% + 322+« + 1) da, utilizando a re-
gra do 1/3 de Simpson com m = 2 subintervalos.

h:b—a:3—1 h=1,
m 2
LT | Y| G
O 1 9 1
1| 2| 47| 4|
21 311391

1
I =§(9—|—4-47—|—139)f\»12 = 112.
[ Erro de integracao

f(z)=423+32°+z+1, f'(2)=122°+62+1,
f(z)=24z46, f"(z)=24,

_a)5
(b )fw(e):_

(3-1)° _
180m*

(X% —0— Fr— — 0=
fH@)=0—E 18024

[ Resultado exato
3

Y

1

3 2
/ (4:133—|—35132—|—ac—|—1)da:=(x4—|—az3—|—%—|—aﬁ)
1

3
/ (42° 4+ 32° + z+ 1) dz = 115,5 — 3,5 = 112.
1
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Exemplo I

[1 Calcular /OW (e* + sen(x) + 2)der com m = 6.

h:b—a:W—O h:E,
m 6 6
i Y; ci(t) | ¢;(1S) | ¢;(25)
0 0 3,0000 1 1 1
1| /6 | 4,1881| 2 4 3
2| x/3 | 57157 | 2 y 3
3| n/2 | 7,8105| 2 4 >
4| 27/3 10,9866 | 2 2 3
5| 57/6 | 16,2082 | 2 4 3
6 s 25,1407 1 1 1

[1 Regra do trapézio
11=6%(3,oooo+2(4,1881+5,7157+7,8105 +
10,9866+ 16,2082)+25,1407) ~» [ = 30,8816.
[0 Regra do 1/3 de Simpson
IQ:%(3,00004—4(4,1881—|—7,8105—|—16,2082) +
2(5,7157+10,9866) 4+ 25,1407 )~ I, = 30,4337.
[0 Regra dos 3/8 de Simpson

3
I3= £(3,0000—I—3(4,1881—|—5,7157—|— 10,9866 -+
16,2082)+2.7,8105+25,1407)~» I3 = 30,4455.
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Calculo dos erros |

[1 Determinacao de 6
f(z) = e+ sen(z)+2, f'(z) = e*+cos(z),
f'(z) = e*—sen(z) ~ 0 =,
f"(z) = e®—cos(z), f(z) = e*+ sen(z) ~ 0 = .

[J Erro de integracao da regra do trapézio

(b—a)> (r—0)3
12m>2 12 - 62
E{ = —1,6600.

E1 (e" — sen(m)) ~

HOES

[0 Erro de integracao da regra do 1/3 de Simpson

(b—a)® (m—0)°

E — ZU9 —
2 180mal D) 180 - 64

E» = —0,0304.

(e" 4+ sen(w)) ~

[0 Erro de integracao da regra dos 3/8 de Simpson
(b—a)> (r—0)>
80m* 80 - 64

F3 = —0,0683.

E3 o) = - (e™ + sen(m)) ~
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Comparacao das regras de Newton-Cotes I

7

[ ~30,4239.

/Ow(ex—l- sen(x)+4+2) de= (e —cos(x)+2x)

[1 Erros de integracao maximo e real cometidos

n In En 30,4239 — In,
1(30,8816 | —1,6609 —0,4577
2| 30,4337 | —0,0304 —0,0098
3 |30,4455 | —0,0683 —0,0216

[0 Regra do 1/3 de Simpson produziu 0S menores
erro maximo e erro real.

[1 Sinal negativo do erro E, indica que a integracao
numeérica foi por excesso: I, > lgoxata-
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Escolha da regra I

T 334 2
(] Calcular/O Z_'_x + sen(z) | de com E < 10~ 2.

[1 Determinacao do valor de m para cada formula

4
f(z) = %—I—azz—l— sen(z), f/(z) = 234224 cos(z),

() =3x°+2— sen(z) ~ 0 = 7,
f"(z) = 62 —cos(z), f(x) = 64 sen(zx) ~ 0 = g

[ Regra do trapézio: 0 = .

[1 Regras de Simpson: 6 = g
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Calculo do numero de subintervalos I

[1 Regra do trapézio

(b—a)3
‘ 12m

f”(9)| <1072 =

(m=0)° . > 2
mq > <12 . 10_2(37r +2—sen(w))| =~ 90,37 ~

mq = 91.

[0 Regra do 1/3 de Simpson

(b—a)°

180m?A <1O_2 —
mso

£ (0)

mo > ( (n —0)° (6 4+ sen(7r/2))> ~ 5,87 ~

180102
mo = 0.
[0 Regra dos 3/8 de Simpson

(b —a)?
80m3

< 10_2 —

£ (0)

D=

m3 > ( (m—0)° 5(6 + sen(w/2))> ~ 7,19 ~
80-10—

m3 = 9.
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Integracao pela regra do 1/3 de Simpson I

[1 Passo de integracao

h:b—a:W—O h::
m 6 6
U Yi C;
0 0 0,0000 | 1
1| x/6 | 0,7929 | 4
2| n/3 | 2,2633| 2
3| 7/2 | 4,9894 | 4|
4| 27/3 10,0628 | 2
5| 57/6 | 19,0079 | 4
6 73 34,2219 | 1

[0 Pela regra do 1/3 de Simpson
12=67T—3(O,OOOO—|—4(O,7929—|—4,9894—|— 19,0979) +

2(2,2633410,0628)+34,2219) ~s [, =27,6451.

[1 Verificacao da exatidao

Tzt A~
/o (4—|—x —|—sen(x)> dx = (20—|—3—COS(:1:))

27,6364 — 27,6451| = 0,0087 < 10~ ~.

~ 27,6364,
0
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Algoritmo: Newton-Cotes I

Algoritmo Newton-Cotes
{ Objetivo: Integrar uma funcdo pelo método de Newton-Cotes }
pardmetros de entrada a, b, n, m
{ limite inferior, limite superior, }
{ grau do polindmio, numero de subintervalos }
parametros de saida I, Erro
{ valor da integral e condi¢cao de erro, sendo }
{ Erro = 0 se ndo houve erro de consisténcia dos parametros, }
{Erro =1se(n<loun>8) e Erro =2 seresto(m,n) =0}
sen<1loun > 8 entdo
Erro « 1, escreva “n < 1oun > 8"; abandone
fim se
se resto(m,n) # O enté&o
Erro « 2; escreva “m nao € multiplo de n”; abandone
fim se
d(1) « 2; d(2) — 6; d(3) « 8; d(4) — 90; d(5) «— 288; d(6) — 840
d(7) «— 17280; d(8) « 28350
c(l)«—1;c(2)«1;¢c(38)«4;c(4)—1;,c(b)—3;c(b6) 7
c(7) «— 32¢c(8) «+— 12; c(9) «— 19; c(10) «— 75; c(11) «— 50
c(12) «+ 41; c(13) «+ 216; c(14) «— 27; c(15) «— 272; c(16) «— 751
c(17) «+ 3577; c(18) «— 1323; c(19) « 2989; c(20) + 989
c(21) « 5888; c(22) «— —928; c(23) « 10496; c(24) «— —4540
p— (nx(n+2)+resto(n,2))/4
X<« a;y+« f(a) {Avaliar a funcao f(z) emz=a}
ck «— c(p); s« y=*ck
h—(b—-a)/m
escreva 0, X, vy, CK
parai« 2até m+4 1 faga
X «— X —|— h
y — f(x) { Avaliar a funcao f(x) }
k < trunca((resto(i—2,n) 4+ 1)/n) —trunca((i—1)/m) +1
ck «+ c(p 4+ trunca(n/2) — abs(trunca(resto(i—2,n) +1 —-n/2))) xk

S« S+ y=x*cCk
escrevai— 1, X, vy, CcK
fim para

I—nxh/d(n)x*s
fim algoritmo
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Complexidade: regras de Newton-Cotes I

] Polindmios dados em termos do numero de subin-
tervalos m.

[1 Complexidade independe do grau n do polinOmio
interpolador utilizado.

Operacoes Complexidade

Adicoes 12m 4+ 3

Multiplicacoes | 2m + 4

Divisoes 4m + 3
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Comparacao das regras de Newton-Cotes I

[1 Verificar o erro real cometido no calculo de
T /b
/ <:v_ + 22 + sen(x)> dzx,
0 4

usando as seis primeiras regras de Newton-Cotes,
com m = 60.

8,7368x10 11
1,8782x1010
6| 1,0303x1013

n [ Iexata — In
1| 8,0621x103
2| 8,7063x10~ 7
3| 1,9590x10°°
4
5

[0 A medida que o grau n do polindmio interpolador
aumenta, o erro diminui.

[ FOormula utilizando grau par € melhor do que a de
grau impar seguinte.

[1 Uso de formulas baseadas em polinbmios interpo-
ladores de grau par € mais vantajoso.
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Quadratura de Gauss-Legendre I

[1 Escolher pontos igualmente espacados nas formu-
las de Newton-Cotes simplifica os calculos.

[1 Sem a imposicao de espacamento constante.

[1 Formulas fornecem uma maior exatidao, usando o
mesmo numero de pontos que Newton-Cotes.
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Newton-Cotes X Gauss-Legendre I

[0 Integracao de f(x) pela regra do trapézio, passan-
do pelos pontos A e B

Método de Newton—Cotes com polindmio de grau 1

0.4r

0.2

I I I I I I I I I
06 a 08 1 12 1.4 16 18 2 b 22
X

[1 Pontos C e D escolhidos tal que a area do trapézio
seja mais proxima da area sob a curva

Método de Gauss-Legendre com polindmio de grau 1

0.4r

0.2

I I I I I I I I I
06 a 08 1 12 1.4 1.6 18 2 b 22
X
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Formula para dois pontos I

[1 Mudanca de variavel de x para t, definida no inter-

valo [—1,1]

b—at_l_a—l—b.

x=x(t) = 5 5

[1 Derivando

_b—a

dxr = dt
2

[] e definindo

~»

() =" % f ()

[1 a integral

/abf(ac) dm=/1 iF(t)b;adt«»

—1b—a

/abf(w) do = /11 F(t) dt.
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Escolha das abscissas I

[ Pontos C'ty, F'(t1)] e Dlto, F'(t2)]

Abscissas do método de Gauss-Legendre com polindmio de grau 1

0.7

0.6

....... C [tLF(tL)]

05

0.3
0.2

0.1

I I I I I I I I I
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
t1 t 2

[1 A integral

/abf(aj) dm:/llF(t) dt ~ IQ:AlF(tl)_l_AQF(tQ) .

[1 Expressao analoga a regra do trapézio

b h h
| #(@) do xS f(a) + S F(0).

[1 Encontrar valores de t1, t>, A1 € A> que tornem a
exatidao a maior possivel.
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Construcao da formula de dois pontosl

[1 Método construido de modo a ser exato para po-
lindbmios de grau até 3.

] Fazendo F(t) =tF, k=0,1,2,3,

1
[0 e impondo A1 F(t1) + AxF(tp) = / . F(t) dt,

O para k=0— F(t) =1

1
/11dt=1—(—1)=2=A11—|—A21,

Oparak=1— F(t) =t

211

1 t
/ bt =
1 >

0 para k=2 — F(t) = t2
1

1 1
— - _ - =0= Aqt] + Aoto,
575 1t1 + Aoto

—1

1 3
/ 2ar =
—1 3

0 para k=3 — F(t) =13

L1 1
== 2 =0=A1t3 + Axt3.
» 4 4 11+ 2D

1 1 2
== (—2) =2 = Ayt? + Axt3,
T3 ( ) 3 111 + Aot

1 4
/ 3 dt = —
1 4
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Sistema de equacoes nao lineares I

[1 Sistema de equacdes nao lineares de ordem 4

A1+ A = 2,

Alt% + Agtg = 0.

[1 Solucao
t1 = L ~ —0,5774;
1 \/§ ~~ 9 '
to = 1 ~ 0,5774;
2 _x/zg ~ ’ 1
A1 =1;
Ar =1
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Exemplo I

5
0 Calcular /1 (223 4+ 322 + 62 + 1)du.

[l Mudanca de variavel

b a a—I—b 5— 145
b
F(t; )——af( Z)——f«nz)«»F(t )=2F(2t;+3).

[ Dispositivo pratico

0 t; F(t;) A;
_ 1
1 73 69,7083 1|
1
2 73 442 2917 1

In=A1F(t1)+A>F(t5)=1-69,7083+1-442,2917;
I, = 512,0000.

[ Resultado exato
5

)

1

5 4
/ (223 + 322 4 62+ 1)dx = <%+£U3+3£U2+93)
1

5
/ (223 +32° + 62 + 1)de =517,5—-5,5 = 512.
1
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Exemplo I

[0 Calcular /(: (e” + sen(x) 4+ 2) dx.

[1 Mudanca de variavel
__b—a a+b w—0 | O+

= "t — !
Ti= it 5 T

Fl) =" @) =" f )~ ) =2 f (5 (ti+1)

s

0 t; | F(t;) | Ay
_ 1
1 73 7,1605 1|
1
2 73 22,8236 1

Io = A{F(t1) + A>F(t5) = 1-7,1605 + 1-22,8236;

I, = 29,9841.
[1 Valor exato: ~ 30,4239.
[0 Erro cometido: |30,4239 — 29,9841| = 0,4398.

[1 Mais exato que pela regra do trapézio com m = 6
subintervalos, equivalente a 7 pontos (30,8816).
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Formula geral I

[ Determinar os valores dos pesos A;, e das abscissas
ti,1=1,2,...,n

/abf(:c) dac:/_llF(t) dt ~ I,

n
In=>Y_ A;F(t)|
1=1

[0 FOormula exata para polinOmios de grau menor ou
igual a 2n — 1.

0 Faz-se F(t) =t k=0,1,...,2n—1,
[1 sabendo que

. (0, se k for impar,
/ th dt =
~1

2
=S se k for par.
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Sistema de equacoes nao lineares I

1

n
0 Impondo Y A;F(t;) = / 1F(t) dt.

1=1 a

[] Sistema de equacoes nao lineares de ordem 2n
A1+ Ao+ A3+ -+ Ap = 2,
Aqt1 + Aoty + Aztz 4+ - - - + Antn, = 0O,

2
A1t2 4+ Aot + Asts 4+ -+ Apt2 = >

A2 Ants" 4 Agts T A2l =o0.

[] Solugao fornece os n pesos A; € as n abscissas t;.
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Formula geral via polinoOmios de Legendre I

[ FOrmula de recorréncia

Ln(x) =

(2n —1)xLly_1(z) — (n — 1)L, _2(x)

n

0 com Lo(z) =1 e Li(x) = =.

[] Por exemplo

L) = 21

L3(z) = 5$32_ 3:1;,

La(a) = 35z — zon + 37
Le(a) = 63x° — 70z3 + 15z

3
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Propriedades dos polinomios de Legendre I

[0 Propriedades basicas dos polindomios de Legendre

Ln(l)=1¢e Ly(-1)=(-1)", n=0,1,2,...,

/ 11 Ln(2)Qu(2) dz = 0, n > k.

[0 sendo Qi(x) um polindmio de grau k < n.

[l Integral chamada de produto escalar das funcoes

Ln(z) e Q).

[1 Duas funcdes sao ditas ortogonais se seu produto
escalar for nulo.

[0 Os polindmios L,(xz) e Q,(x) sao ortogonais €

= 0, se n #* k,

/11 Lp(x)Li(x) dz

>0, se n = k.
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Polindbmios de Legendre de grau até 5I

[0 Equacdes algébricas L,(x) = 0 possuem n raizes
reais distintas pertencentes ao intervalo (—1,1)

Polinbmios de Legendre

T T T T T T T T T

L(x)
o
T

LO(X)

L3(x) Lax) (0

L5(x)

L2(x)

Algoritmos Numéricos

-08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
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Formula geral via polinoOmios de Legendre I

[] Sejam os polindmios
F.(t) =t°L,(t), k=0,1,2,...,n— 1,
O Ln(t): polindmio de Legendre de grau n.

[0 F.(t) de grau menor ou igual a 2n — 1

1 mn
/ PR dt= 3 AF(t), k=0,1,2,...,n— 1
o 1 =1

1 n
/ 1tkLn(t) dt=Y)_ AitPLn(t), k=0,1,2,...,n—1.
B 1=1

[ PolinOmios de Legendre sao ortogonais a qualquer
polinOmio de grau menor

1
/1tkLn(t) dt=0,n>k—

n
N AitfLn(t;)) =0, k=0,1,2,...,n— 1.
=1

[ Expressao verdadeira para qualquer valor de A; se
Ln(t;) = 0 para todo i.

Algoritmos Numéricos Cap.5: Integracgdo numérica Ed1.0 (©2001 FFCf 52



Valores de t; e A; I

[1 Para maior exatidao na formula de quadratura é
suficiente que ¢;, + = 1,2,...,n se€jam 0s zeros do
polindmio de Legendre de grau n.

[1 Conhecidas as abscissas t;, 0 sistema nao linear se
reduz a um sistema linear de ordem n

1 1 1 1 A4 2
t1 to t3 SRR 7Y Ao 0
2 2 2 2 —
t2  t3  t3 .- t2 Az | =| 3|

I S - SRR -l N A R

[1 Em vez de resolver este sistema via decomposicao
LU, os pesos A; podem ser obtidos por

2
= 1 =1,2,...,n}|,

Q=)@ )2

0 L] (t;): derivada de Ly(x) na abscissa ;.
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Abscissas e pesos para Gauss-Legendre I

t;

A;

0

2

+0,57735 02691 89626

1

WIN| | S

o)
+0,77459 66692 41483

0,88888 88888 83339
0,55555 55555 55556

N

+0,33998 10435 84856
+0,86113 63115 94053

0,65214 51548 62546
0,34785 48451 37454

0
+0,53846 93101 05683
+0,90617 98459 38664

0,56888 88888 83339
0,47862 86704 99366
0,23692 68850 56189

RN WRFN

1+0,23861 91860 83197
+0,66120 93864 66265
+0,93246 95142 03152

0,46791 39345 72691
0,36076 15730 48139
0,17132 44923 79170

0
+0,40584 51513 77397
+0,74153 11855 99394
+0,94910 79123 42759

0,41795 91836 73469
0,38183 00505 05119
0,27970 53914 89277
0,12948 49661 68870

0O~NO O O O
RFNWDRARFLNDW

10,18343 46424 95650
1+0,52553 24099 16329
1+0,79666 64774 13627
1+0,96028 98564 97536

0,36268 37833 73362
0,31370 66458 773887
0,22238 10344 53374
0,10122 85362 90376

o)
+0,32425 34234 03809
+0,61337 14327 00590
+0,83603 11073 26636
+0,96816 02395 07626

0,33023 93550 01260
0,31234 70770 40003
0,26061 06964 02935
0,18064 81606 94857
0,08127 43883 61574

10

O© 00 ~NOWOWONO

,_.r\)whmn—w\)ooh

=
o

+0,14887 43389 81631
+0,43339 53941 29247
+0,67940 95682 99024
+0,86506 33666 88985
+0,97390 65285 17172

0,29552 42247 14753
0,26926 67193 09996
0,21908 63625 15982
0,14945 13491 50581
0,06667 13443 08688
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Exemplo I
1

1

[l Verificar que m=4 dr, com n=3 e n=4.

0 1422
[1 Mudanca de variavel
b—a a+b 1-0 O0+1 1
CCi:TtrF 5 =5 tz'-l-?vwz':E(tz'-f—l)-

b—a 1-0 1 /1
F(t) =" ) ="~ f @)~ Ft) =5 (5 ti+1))
[l Paran=3

) t; F(t;) A
1| —0,77460 | 0,49373 | 0,55556
2 0 | 0,40000 | 0,88889 |
3| 0,77460 | 0,27975 | 0,55556
3
I3=)> A;F(t;) —I13=0,78527~4-13=3,14108~.
i=1
[l Para n =4
) t; F(t;) A;
1| —0,86114 | 0,49760 | 0,34785
2 | —0,33998 | 0,45089 | 0,65215 |,
3| 0,33998 | 0,34509 | 0,65215
4| 0,86114 | 0,26796 | 0,34785
4
4= A;F(t;)—14,=0,78540~4-1,=3,14160~T.
i=1

Algoritmos Numéricos Cap.5: Integracgdo numérica Ed1.0 (©2001 FFCf 55



Exemplo I

] Calcular/ow (e*+ sen(z)+42)dx com n = 5.

[ Mudanca de variavel

b—a a+b mw—0 O+
j— t: — t:
L=t 5 LT

T
Mfﬁz‘—g(tz“F 1).

) =" @) ="""f @)~ Ft) =2 f (5 (t+1)

i ti F(t;) A;
—0,90618 | 5,19246 | 0,23693
—0,53847 | 7,42638 | 0,47863
0| 12,26867 | 0,56889 |
0,53847 | 21,78861 | 0,47863
0,90618 | 34,74072 | 0,23693

o WOND B

5
Is = ) A;F(t;) — Is = 30,42406.
1=1

[] Resultado exato: ~ 30,42388.

[1 Gauss-Legendre com n = 5 €& mais exato que a
regra do 1/3 de Simpson com m = 6 (30,4337).
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Erro de integracao I

[l Erro de integracao da formula de Gauss-Legendre

B (b o a)2n+1(n!)4

2n
S (DD eI S AR

~

[ 6: abscissa, na qual a derivada f2"(z) apresenta o
maior valor em modulo no intervalo [a, b].

[1] Cota maxima do erro de integracao da formula de
Gauss-Legendre.
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Exemplo I

o (b
[] Calcular/O (% 4 22 + sen(ac)> dr,comn=2¢€e0

respectivo erro de integracao.

[1 Mudanca de variavel

b—a a+b 7—0 O+ 78
v=— it =l ~ =S+ 1),
T
F) =" 1) ="_2f @) F(t) =5 (2 (ti+1))
[ Paran =2
) t; F(t;) A;
1| —-0,57735 1, 73654 | 1}
2 0,57735 | 25,41065 | 1
2
Iy = AF(t;) ~ I = 27,14719.
i=1
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Calculo do erro |

[1 Determinacao de 6
x4
f(z) = Z+a;2+ sen(z), f'(z) = 23+ 2z+cos(z),

(z) = 32°4+2— sen(x), f"(z) = 6x—cos(x),
F1U(2) = 6+ sen(z) ~ 0 = g

[1 Calculo do erro maximo

B (b—a)2n+1(n!)4 o
Fn=eonren+ ! @

o= S o1 () -

E> = 0,49587.

[1 Valor exato: ~ 27,63641.

0 Erro real: |27,63641 — 27,14719| = 0,48922 < E>.
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Algoritmo: pesos e abscissas para G-L I

Algoritmo PesAbsGL
{ Objetivo: Calcular pesos e abscissas para a }
{ formula de Gauss-Legendre }
parametros de entrada N { numero de pontos }
pardmetros de saida A, t, Erro
{ Pesos, abscissas e condi¢cao de erro, sendo }
{ Erro=0 se nao houve erro (n > 1) e Erro=1sen<1}
se N < 1 entéo
escreva ‘ndmero de pontos < 1" ; Erro < 1; abandone
fim se
m «— trunca((n+1)/2); Erro <~ 0
parai+«— 1 até m faca
z — cos(m* (i—0,25)/(n+0,5))
repita
pl «— 1; p2+<0
paraj <« 1 até n faga
p3 «— p2; p2 «— pl
{ Polindbmio de Legendre no ponto z }
Pl «— ((2xj—1)*xz*xp2—(J—1)*p3)/j
fim para
{ Derivada do polindmio de Legendre no ponto z}
pp «— Nnx* (zxpl —p2)/(z° —1); z1 «— z
{ Método de Newton para calcular os zeros }
z+—2z1—pl/pp
se abs(z —z1) < 107 !5 entdo interrompa fim se
fimrepita
t(m+1 —i) <« z { abscissa }
AM4+1—1i) «2/((1—2%) *pp?) { peso }
{ Metade das raizes sao calculadas devido a simetria }
fim para
fimalgoritmo
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Algoritmo: quadratura de Gauss-Legendre I

Algoritmo Gauss-Legendre
{ Objetivo: Integrar funcao por Gauss-Legendre }
paradmetros de entrada a, b, n

{ limite inferior, limite superior, niumero de pontos }
parametros de saida Integral, Erro

{ valor da integral e condi¢cao de erro, sendo }

{ Erro=0 se nao houve erro (n > 1) e Erro=1sen<1}

se N < 1 entéo

escreva ‘nidmero de pontos < 1"; Erro < 1; abandone

fim se
[A,t, Erro] < PesAbsGL(n)
{ parametros de saida de PesAbsGL }
{ retornam nas varidveis A, t, Erro }
Erro «— O
{ Calculo da integral }
s<—0;el—(b—a)/2;,e2— (a+Db)/2
parai+«— 1 até n facga
j—i—(m+1)/24sinal(i— (n+resto(n+1,2))/2)*
(resto(n,2) + resto(n+ 1,2)/2)
z «— sinal(j) = t(abs(j))
X—elxz+e2;y—elxf(x) {Avaliar a funcao f(x) }
c«+— A(abs(j)); s« s—+yxcC
escrevai, z, X, Yy, C
fim para
Integral «<— s
fim algoritmo
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Comparacao dos métodos I

70

/7T sen(x) dx, = — cos(x)

o O=2.

f(x)=sen(x)

09

0.8

0.7

0.6

>05F

0.4

0.3

0.2

0.1

grau | subintervalos | Newton-Cotes | pontos | Gauss-Legendre
1 1 2,000x10° 2 6,418x1072
2 2 9,440%x1072 3 1,389x103
3 3 4.052x1072 4 1,577x107°
4 4 1,429x1073 5 1,103x107
5 5 7,969x104 6 5,227x10~10
6 6 1,781x10°° 7 1,791x10712
7 7 1,087x10°° 8 4.441x10-15
8 8 1,647x10~7 9 4.441x1016
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5
x sen(3x) doe =

Exemplo

sen(3x) xcos(3x) >
9 3

0

f(x)=x*sen(3*x)

~ 1,3384.
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Exemplo

5
5 sen(15 cos(15
x sen(15zx) dx = ( :1:)_:1: (15z)
0 225 15 |,

f(x)=x*sen(15*x)

~—0,3090.

5 T T T
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Integracao dupla por Newton-Cotes I

[1 Determinacao do valor de integral dupla definida

]=/ab/0df(a:,y) dy dx.

[0 Funcao integrando f(x,y) pode ser aproximada por
um polindmio interpolador.

[] Integral do polinOmio obtida analiticamente.

d
0 Fazendo G(x) =/C f(x,y) dy

I = /bG(x) dax.

a

[1 Calculo de uma integral dupla consiste na solucao
de duas integrais simples.
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Formulas simples I

[1 Para resolver uma integral simples, pode-se aplicar
qualquer uma das formulas de Newton-Cotes.

[0 Se for utilizada a regra do 1/3 de Simpson

b 1
z:/lxwdngmﬂuw+40@g+c@gx

a
1 2
3 =
1=0
[] h/m:(b_a/)/z, CCUO:CQS‘QZ]-; Cm1:4 e

d
G(a) = [ f(wiy) dy, i =0,1,2

C

[0 Para o calculo de G(x;) pode ser utilizada também
qualquer uma das formulas de Newton-Cotes.
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Formulas simples cont. I

[0 Utilizando a regra dos 3/8 de Simpson

d
Gla) = [ flaiy) dy,
= hy(f (i 0) + 3/ v1) + 3/ (i) +
gf($i7y3))7
3 3
G(z;) = 5w > ey f (s, y5).
7=0

[] hy — (d—C)/3, Cyo — Cy3 — 1, Cyl — Cy2 — 3 e
f(x;,y;) € o valor da funcdo integrando no ponto
(4, 95).

[0 Substituindo os valores de G(x;)

I = —hgz—hy Z Z C:L'Z'Cyjf(xiayj)-

3 8 [ =0j=0
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Exemplo I

[ Calcular I = /oj /OZ sen(z + y) dy dzx.
[1 Fazendo

s

G(z) = /04 sen(z + o) dy — I = /07(;(@ da.
[0 Utilizando a regra do 1/3 de Simpson em x

= ha(G(20) 4G (1) +G(22)), ha = =

IS

m

0 Calculo de G(z;) = /04 sen(z; +y) dy, i=0,1,2 e
xiza—l—ihxzi%.
[0 Utilizando a regra dos 3/8 de Simpson

3
G(x;) = éhy(Sen(wz’+yo)+3seﬂ($i—|—y1)—l—

3sen(xz;+y2)+ sen(x;+y3)),

d—c T T
hy = =c+ jhy = j—
J 3 12 Y= T iy 312
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Exemplo cont. I

[ Sendo z; = a + ih, —zZ €y =c—+ jhy —]17T—2

[] Para zo=0-

ﬁu|=1

——( sen(0+yo)+3 sen(0+y1)+3 sen(0+y2) +

G(zo) 515

sen(0+ys3)),

= 312 (sen(O)—|—3 sen (%) +3sen (g) + sen (%)) ~>

G(zo) = 0,2929.

4
G(z1) = gl (Sen (%+yo)+3sen (%+y1>—|—3sen (%—I—y2> +

G(x1)

I
o
\l
)
~
=
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Exemplo cont. I

0 Para z, =2 T

INI=

5
G(x2) = S (sen (g—l—yo)+3sen (g+y1)+3sen (g+y2) +

812
sen (g+y3 )

= g oo () +asn (4 ) 4asen (345) 4
n (545) ~

G(z2) = 0,7071.
[ Valor numérico da integral

1
I = ghx(G(mo) + 4G (x1) + G(=x2)),
1
I = 5%(0,2929 +4.0,7071 + 0,7071) ~ I = 1,0023.
[1 Calculo analitico da integral

7
dx,
0

I:/E/Z sen(z + vy) dydazZ—/ECOS(m—l—y)
0 0 0

I= —/j(cos (;c—l—%) —cos(:c—|—0)) dx = —[sen (:U—I—%)—SGH(%)} E,
I=—(sen (g—k%) — sen (g)) -+ (sen <O—|—%) — sen(O)) ~1=1.
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Dispositivo pratico I

[0 Utilizando a regra do 1/3 de Simpson para inte-
gracao em x € a regra dos 3/8 em .

j 0 1 2 3
Yj C c+ hy | c+ 2hy | c+ 3hy
? Ti |Cx;\Cy, 1 3 3 1
Ola 1 |[caq - Cyo ||| Cao " Cya ||| Cmo * Cy2 ||| Cxo " Cy3
f(xo,y0)|f(z0,y1)|f(z0,y2) | f(z0,Y3)
lla 4+ hg 4 Czq - Cyg ||| Cxy * Cyq ||| Cx1 * Cyn ||| Czq - Cys
f(x1,90)|f(z1,y1)|f(z1,y2)|f(®1,Y3)
2la + 2hy 1 Cxo * Cyg ||| Can * Cyq ||| Cxo * Cyo ||| Cas * Cys
f(x2,y0)|f(x2,y1)| f(22,92) | f(22,Y3)
[1 Valor da integral
2 3

1

3

i=0 ;=0

[1 S: soma obtida, tomando-se todas as células da

tabela, do produto cg; - ¢y; dos coeficientes de Co-
tes pelo valor da funcao f(z;,y;).
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Exemplo I

(1 Calcular I =/O§/OZ sen(z + y) dy dzx.

[1 Para tal,
_b—a_7r/2—0_> _ T o — T
h,= 5 = 5 hx—4emz—a—|—zhw—0—|—z4 $2—24,
d— 4—-0 _ _
hy: 3C:7T/3 —>hy %eyj—c—F]h O—|—jf—2—>yj:]%,
17 0 1 2 3
Yj 0 /12 /6 /4
L mp | cay\oy; 1 3 3 1
0|0 1 1 3 3 1
0,0000 | 0,2588 | 0,5000 | O,7071 |
1| n/4 4 4 12 12 4
0,7071 | 0,8660 | 0,9659 | 1,0000
2 | /2 1 1 3 3 1
1,0000 | 0,9659 | 0,8660 | 0,7071
[] Valor da integral
3 173
[ = hg-hyS=_-"-"3809975~ I = 1,0023.
3 8 34812
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Formulas compostas I

[1 Melhorar a exatidao de uma integral.

[0 Subdividir o intervalo [a,b] em m, subintervalos
iguais.

[0 m, multiplo do grau n, do polinOmio usado em =x.
[0 Na regra do 1/3 de Simpson, m, deve ser multiplo

I = / () da
— %ahx(G(xo) + 4G (z1) + G(x2)) +
%hx(G(icz) + 4G(z3) + G(z4)) +
ot %hx(G(xmw_z) + 4G (zm,—1) + G(zm,)),

[ = %hw(a(m) + 4G(21) + 2G(22) + 4G (23) + 2G (24) +
oo+ 2G(xpm,—2) +4G(2pm,—1) + G(Tm,)) ~

1 =
3 =0
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Formulas compostas cont. I

[0 Para o calculo de G(z;), i = 0,1,...,m,; usando a
regra dos 3/8 de Simpson

d
G = Flas )y
G = 2ha(F i 90)+ 35 (o y2) 3 (i) 1 (i 9)).

[0 Subdividindo o intervalo [c, d] em my subintervalos
iguais.
[0 my multiplo do grau ny do polinbmio usado em y.

G(x;)

/Cdf(:vz-,y) dy

ghy(f(xi, yo)+3f(zi, y1)+3f(zi, y2)+ f(xi, y3))

+ Zhy(f (@i ys)+3F (i, ya)+3f (i, ys)+ F (1 56)) + -
_I_

8

ghy (F@isym, 3) 3 iy, 2) + 3 (@i ym, 1)+ F@irym,))

+ 3f (i, ya) +3f(zi,ys) +2f(wi, ys) + - - -
+ 2f(xi,ymy_3)+3f(xi,ymy_2)+3f(x7:,ymy_1)+f(x7:,ymy)>7

3 |
G(x;) = ghchyjf(mi,yj), 1 =0,1,2,...,m,.
j=0
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Formulas compostas cont. I

[0 Substituindo os valores de G(x;)

1 my 3 my
I = ghx Z Cx; ghy Z Cyjf(miayj) ~

1=0 7=0
1 3 Tz K

i=0 j=0

[0 FOormula generalizada para qualquer grau do po-
lindobmio interpolador utilizado

My

iy

n n

I = dmhxdyhy > D cziCy; f (T, Y5) |
Ny Ny =0 4=0

O hy = (b —a)/mz € hy = (d—c)/my.

Algoritmos Numéricos Cap.5: Integracgdo numérica Ed1.0 (©2001 FFCf 75



Algoritmo: integracao dupla de Newton-CotesI

Algoritmo Newton-Cotes-Dupla
{ Objetivo: Calculo de integral dupla pelas formulas de Newton-Cotes }
parametros de entrada ax, bx, nx, mx, ay, by, ny, my
{ limite inferior em =z, limite superior em z, }
{ grau do polindmio em z, nimero de subintervalos em «z, }
{ limite inferior em y, limite superior em y, }
{ grau do polindmio em y, nimero de subintervalos em y }
parametros de saida Integral, Erro
{ valor da integral e cond|cao de erro, sendo }
{ Erro = 0 se ndo houve erro de consisténcia dos parametros, }
{Erro=1segraunx<lounx>8ouny<1ouny>38,}
{ Erro = 2 se mx nao for multiplo de nx ou my nao for de ny }
se (Nx < 1 ounx > 8) ou (ny < 1 ouny > 8) entéo
Erro < 1,escreva “nx <1 ou nx>8 ou ny <1 ou ny > 8", abandone
fim se
se (resto(mx, nx) 7= 0) ou (resto(my, ny) #= 0) enté&o
Erro «— 2
escreva ‘‘num. subintervalos incompativel com grau do polinbmio”
abandone
fim se
Erro « 0; d(1) « 2; d(2) «+ 6; d(3) «— 8; d(4) «— 90
d(5) <« 288; d(6) <« 840; d(7) « 17280; d(8) « 28350
c(l)«—1;c(2)«—1;¢c(8)«4;c(4)—1;,c(5)«—3;¢c(6) «7; c(7) «— 32
c(8) «— 12; c(9) « 19; c(10) « 75; c(11) « 50; c(12) « 41
c(13) « 216; c(14) « 27; c(15) « 272; c(16) «— 751; c(17) « 3577
c(18) «+ 1323; c(19) « 2989; c(20) «— 989; c(21) «— 5888
c(22) «— —928; c(23) « 10496; c(24) «— —4540
px <« (nxx(nx+2)+resto(nx, 2))/4; py < (nyx(ny+ 2)+resto(ny, 2))/4
hx « (bx — ax)/mx; hy « (by —ay)/my; Soma «— 0
para i<« O até mx faga
X «— aX 4+ i *x hx
kx«—trunca((nx—resto(i,nx))/nx)—trunca((mx—resto(i,mx))/mx)+1
ckx«—c(px+4trunca(nx/2)—abs(trunca(resto(i—1,nx)+1—nx/2)))*xkx
paraj < 0 até my faga
y «<—ay+jx*hy
ky < trunca((ny—resto(j,ny))/ny)—trunca((my—resto(j,my))/my)+1
cky < c(py+trunca(ny/2)—abs(trunca(resto(j—1, ny)+1-ny/2)))*xky
fxy «— f(x,y) { Avaliar a fungao f em (x,y) }
Soma «+— Soma + ckx x cky * fxy
fim se
fim se
Integral « nx* ny « hx x hy /(d(nx) * d(ny)) * Soma
fim algoritmo
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Exemplo I

5 /1
[0 Calcular /2 /o sen(z? 4+ y?) dy dx, com ng = 3 (re-

gra dos 3/8), m; = 3 subintervalos em z, ny = 2
(regra do 1/3) e my = 4 subintervalos em y.

Integracao dupla por Newton-Cotes

i x (1) c(i) j y(j) c(j) £&x@),y())
0 2.00000e+00 1 0 0.00000e+00 1 -7.56802e-01
1 2.50000e-01 4 -7.96151e-01
2 5.00000e-01 2 -8.94989e-01
3 7.50000e-01 4 -9.88788e-01
4 1.00000e+00 1 -9.58924e-01
1 3.00000e+00 3 0 0.00000e+00 1 4.12118e-01
1 2.50000e-01 4 3.54405e-01
2 5.00000e-01 2 1.73889e-01
3 7.50000e-01 4 -1.37287e-01
4 1.00000e+00 1 -5.44021e-01
2 4.00000e+00 3 0 0.00000e+00 1 -2.87903e-01
1 2.50000e-01 4 -3.47156e-01
2 5.00000e-01 2 -5.15882e-01
3 7.50000e-01 4 -7.54267e-01
4 1.00000e+00 1 -9.61397e-01
3 5.00000e+00 1 0 0.00000e+00 1 -1.32352e-01
1 2.50000e-01 4 -7.01835e-02
2 5.00000e-01 2 1.16990e-01
3 7.50000e-01 4 4.16652e-01
4 1.00000e+00 1 7.62558e-01
[1 Resultado da integral: I = —0,7876.
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Integracao dupla via Gauss-Legendre I

[l FOrmulas de Gauss-Legendre também podem ser
utilizadas para o calculo aproximado da integral
dupla definida

[=/b/cdf(ac,y) dy dx.

a

d
0 Fazendo G(x) :/ f(x,vy) dy,

C

I = /bG(x) dax.

a

[1 Calculo de integral dupla por Gauss-Legendre con-
siste na determinacao de duas integrais simples.
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Formula para dois pontos I

[1 Fazendo uma mudanca de variavel de x para t sen-
doque -1 <t<1

b—a a-+ b b—a
p— t) = t dox = dt.
x = z(t) 5 -+ 5 x 5
[ Tomando
b—a a—+b
T, = 5 t; + 5
[1 Definindo
b—a
H()="_"G((®),
b 1 9 h— 1
1:/ G(z) dxz/ H(t) adt:/ H(t) dt.
a —1b—a 2 —1

[1 Resolvendo a integral simples por Gauss-Legendre,
com n, = 2 pontos

I = /_11 H(t) dt = A H(t1) + AsH(to).

[1 A;: pesos e t;: abscissas ou zeros do polinOmio de
Legendre de grau n, = 2.
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Formula para dois pontos cont. I

[1 Valores de A; e t; podem ser obtidos na literatura
ou gerados pelo algoritmo dado.

[1 Particularmente, para n, = 2
A1 =A>r=1, t1 =—1/\/§ e lo = 1/\/§
d
. Cémuk)de(?Cq)::/qj(m%y)dy.
C
[1 Mudanca de variavel de y para v tal que -1 <u <1

d—c c+ d d—c
dy = d
> 4T ST,

y =y(u) =

[ Tomando
d—c c+d

vy = o+
[ Definindo

Fitw) = f (i y(w)),

@)= [ dy= [ 2 R
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Formula para dois pontos cont. I

[0 Valor de G(x;)

G(xz;) = /1 F;(u) du.

—1

[0 Usando a formula para ny = 2 pontos

Ga)= [ Fiw) du= By Fiu)+ BaFi(uz).

d—c
0 Bj: pesos e Fj(uj) = ?f(aci,yj).
[ Logo
b—a b—a
H(t;) = G(z;) = 5 (B1Fi(u1) + BaF;(u2)).

[0 Substituindo os valores de H(t;)
b—a
1= A1 (5 (BrFL )+ BoFi (1)) +

Ao (72 (BrFa(un) + BaFa(u)))
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Formula para dois pontos cont. I

[J Substituindo Fz(u]), 7 =1,2

I = A (b_Ta( dch(fﬂl y1)+32dfcf(flf1 y2))>

+ Ao <b_—a< - yl)-I-Bz%f(iUz, yz)))

[1 Rearranjando

(b—a) (d—c)
2 2

[ = (A1B1f(z1,y1) + A1Bof(x1,92)+

+ A>B1 f(x2,y1) + A2Bof(x2,y2)),

—(b—a)(d—C) Z Aj Z Bjf (24, y5) |

1=1 1=1
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Dispositivo pratico I

[] Sistematizar dados necessarios para calcular uma

integral dupla pela formula de Gauss-Legendre.

[J Usando n; = 2 pontos em x € ny = 2 pontos em y

j 1 2
u] —1/\/§ 1/\/§
Y; Y1 Yo
) ti X; AZ\B] 1 1
1| -1/v3 |z | 1 | f(z1,y1) | f(z1,92)
2| 1/V3 x| 1 | f(z2,y1) | f(=2,92)
[ Valor da integral
1
I=-(b—-a)(d—c)S,
4
2 2
S = Z A; Z B f(x;,y;).
i=1 =1
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Exemplo I

0 Calcular /05 /OZ sen(z+vy) dy dz, usando n; = ny =

2 pontos.

_b—a, a+b_7w/2-0 O—|—7r/2_> T,

T = ti + S = 5 ti + 5 xz—4(tz+1)7
d—c c+d w/4—0 O+n/4 s

yi= 0 Gy TS0, L OTTR L~ Tt 1),

j 1 g
w; | —1/v/3| 1/V3
y; |0,1660 | 0,6194

i t; T A;\B,; 1 1
1/ -1/v/3]0,3319| 1 |0,4776|0,8142
2| 1/4/3 |1,2388| 1 |0,9863 | 0,9590

[1 Valor da integral
1 1
I=Z(b—a)(d—c)szZ(W/Q—O)(W/ZL—O)-3,2371 ~>

I =0,9984.
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Formula geral I

[0 Formula para ny = ny = 2 pontos pode ser modi-
ficada para um numero qualquer de pontos em x
e em y.

[l FOrmula geral para integracao dupla por Gauss-
LLegendre

b prd 1 N, Ny
= [ [ 1@y dyde = 30-0)@-0 Y A Bifiw)|
a Jc =1 =1

b—a a-+0b d—c c+d
= 5 tz—l—?eyjz?u]—l— 5

1 Pesos A;, i1 =1,2,...,np € Bj, j=1,2,...,ny € as
abscissas ¢; € u; podem ser obtidos na literatura
ou gerados pelo algoritmo dado.

DLEi
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Dispositivo pratico I

[1 Calcular uma integral dupla pela formula de Gauss-

Legendre com n, pontos em x € ny em y.

7 1 2 Ny

U uq uo Un,

Yj Y1 Y2 Un,,
i |t | z; |A;\B B1 B> . Bp,
1|t |z1| A1 | flz1,91) | f(21,92) |- | f(Z1,9ny) |
2 |to|xo| Ax | f(z2,y1) | f(z2,92)|. . .| f(z2,Yn,)
Na|tng Tng| Ang |f(@ng, y1)|f(@ng, y2)|. - - | f(@ng, Yny)

[1 Valor da integral

1 Ng ny
[=20-0)@-08, S=Y A Y. Bif(w;y)).
1=1 71=1
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Exemplo I

4 2
[0 Calcular /1 /o (y?10910(3x)) dy dr, com ngy = 3 e

'n/y —
b—a a+b 4 —1 1+ 4
P = i = —1; —_— ; = 1,5t; 2,5;
’ > it 5 it T
d—c c+ d 2—-0 04+ 2
V=TT, =yt Yy =t L
j 1 2 3 4
Uj —-0,8611|—-0,3400(0,34001|0,8611
Y; 0,1389| 0,6600(1,3400(|1,8611
) t; T; A\B;| 0,3479| 0,6521|0,6521|0,3479|
1/-0,7746]1,3381|0,5556| 0,0116| 0,2629|1,0838|2,0907
2| 0,0000(2,5000(0,8889| 0,0169| 0,3812|1,5713|3,0309
3| 0,7746|3,6619/0,5556| 0,0201| 0,4534(1,8689|3,6051

[1 Valor da integral

1 1
I=50-a)(d—)S = (4-1)(2-0) - 4,5107 ~

I = 6,7660.
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Algoritmo: integracao dupla de G-L I

Algoritmo Gauss-Legendre-Dupla
{ Objetivo: Integracao dupla por Gauss-Legendre }
parametros de entrada ax, bx, nx, ay, by, ny
{lim. inf. em z, lim. sup. em z, num. pontos em «z, }
{lim. inf. em y, lim. sup. em y, num. pontos em y }
parametros de saida Integral, Erro
{ valor da integral e condi¢ao de erro, sendo }
{ Erro = 0 se ndo houve erro (nx>1eny>1) e}
{Erro=1senx<louny<l1}
[A,t, Erro] < PesAbsGL(Nnx)
se Ny = NX entéo
para j < 1 até trunca((nx+ 1)/2) faga
B() < AQ); u@) < tQ)
fim para
sendo
[B, u, Erro] < PesAbsGL(ny)
fim se
exl « (bx —ax)/2; ex2 «— (ax + bx)/2
eyl «— (by —ay)/2; ey2 «— (ay + by)/2; Soma «— 0
para i« 1 até nx faga
kx «—sinal(i—(nx4resto(nx+1, 2))/2)x(resto(nx,2)+resto(nx+1,2)/2)
kx «— kx+i—(nx+1)/2
tx « sinal(kx) * t(abs(kx))
Ax «— A(abs(kx)); x « ex1 = tx 4+ ex2; Som « 0
paraj < 1 até ny
Ky «—sinal(j—(ny+resto(ny+1,2))/2)x(resto(ny,2)+resto(ny+1,2)/2)
Ky < ky +j—(ny+1)/2
ty < sinal(ky) = u(abs(ky))
Ay «— B(abs(ky)) vy« eyl xty + ey2
fxy «— f(x,y) { Avaliar a fungao em x,y }
Som «— Som + Ay x fxy
fim para
Soma «+— Soma + Ax x Som
fim para
Integral <+ 0,25 *x (bx — ax) * (by — ay) * Soma
fim algoritmo
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Exemplo I

6 3
[0 Calcular /2 /1 Vz2 + vy cos(zy) dy dz, com ny =5

Integracao dupla por Gauss-Legendre
i t(d) x(i) A(i) j  u(d y(3) B(j) £(x(i),y(3))
1 -0.9062 2.188e+00 0.2369 1 -0.8611 1.139e+00 0.3479 -1.93747e+00
2 -0.3400 1.660e+00 0.6521 -2.24020e+00
3 0.3400 2.340e+00 0.6521 1.05584e+00
4 0.8611 2.861e+00 0.3479 2.76450e+00
2 -0.5385 2.923e+00 0.4786 1 -0.8611 1.139e+00 0.3479 -3.05731e+00
2 -0.3400 1.660e+00 0.6521 4.45596e-01
3 0.3400 2.340e+00 0.6521 2.80093e+00
4 0.8611 2.861e+00 0.3479 -1.64659e+00
3 0.0000 4.000e+00 0.5689 1 -0.8611 1.139e+00 0.3479 -6.47030e-01
2 -0.3400 1.660e+00 0.6521 3.93758e+00
3 0.3400 2.340e+00 0.6521 -4.27352e+00
4 0.8611 2.861e+00 0.3479 1.88500e+00
4 0.5385 5.077e+00 0.4786 1 -0.8611 1.139e+00 0.3479 4.54970e+00
2 -0.3400 1.660e+00 0.6521 -2.84341e+00
3 0.3400 2.340e+00 0.6521 4.10146e+00
4 0.8611 2.861e+00 0.3479 -2.02780e+00
5 0.9062 5.812e+00 0.2369 1 -0.8611 1.139e+00 0.3479 5.57848e+00
2 -0.3400 1.660e+00 0.6521 -5.80491e+00
3 0.3400 2.340e+00 0.6521 3.07129e+00
4 0.8611 2.861e+00 0.3479 -3.65773e+00

[1 Valor calculado da integral: I = 1,5684.
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Comparacao dos métodos de integracao dupIaI

[ Primeiro teste
5 [T 2
/ / 2zy sen(xzy“) dy dz.
0 J3
[1 Solucao analitica
_ 3 3 2
I = (4sen(n>/8) — sen(n~/2))/7n< ~ —0,2921.

[ Resultados

grau do | numero de |[Newton-Cotesnumero deGauss-Legendre
polinOmiosubintervalos pontos

1 1 5,090x10°1 2 2,733x10°

2 2 3,154x10°1 3 1,123x10°

3 3 6,787x107 1 4 7,703x1072

4 4 4,335x1072 5 1,448x1072

5 5 1,644%x101 6 4,001x103

6 6 1,480x1072 7 4,331x10~%

7 7 2,935%x1072 8 2,440x107°

8 8 2,500x1072 9 5,705x10~7
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Grafico da funcao f(z,y) = Qxyseﬂ(ny)

f(x,y)=2xysen(xy2)

10
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Desempenho de quatro metodos I

[] Newton-Cotes com n = 2,4 e 8 com m multiplo
de n e Gauss-Legendre com numero de pontos
p=23,57,...,101.

[1 Abscissa contém o numero p de pontos avaliados,
e a ordenada, o logaritmo decimal da diferenca
entre o valor obtido pelo método e o valor exato.

f(x,y)=2xysen(xy2)
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Segundo teste I

[] Integral dupla

™ 4
/ / 3y? cos(z + v°) dy dx.
0 1

[1 Valor exato

cos(64) 4+ cos(w+ 1) — cos(1l) — cos(m + 64) ~ —0,29609.

f(x,y)=3y?cos(x+y°)

50

il
T ““‘,n@EV’ﬁh
\‘.|II|||.‘.!! \“\t\‘\‘\““x\\ '

B %
:;;“::“\“\

LD S O “‘
R T TR SOSE RSSO SIS Sssss
s
NS
SOSSS

<S

“‘

COTSSS
—
S ==
o ——

Algoritmos Numéricos Cap.5: Integracgdo numérica Ed1.0 (©2001 FFCf 93



Desempenho dos quatro metodos

f(x,y)=3y’cos(x+y°)
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