6. Raizes de equacoes |

6.1 Isolamento de raizes.

6.2 Método da bissecao.

6.3 Métodos baseados em aproximacao linear.

6.4 Métodos baseados em aproximacao quadratica.
6.5 Métodos baseados em tangente.

6.6 Comparacao dos met. para calculo de raizes.

6.7 Estudos de caso:
[] Juros de financiamento.
[1 Cabo suspenso.

6.8 Exercicios.
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Raizes de equacoes I

[J Encontrar valores de x = ¢ que satisfacam
f(z) =0.

[1 Valores especiais chamados de raizes da equacao
f(x) = 0 ou zeros da funcao f(x).

Algoritmos Numéricos Cap.6: Raizes de equagdes Ed1.0 (©2001 FFCf 2



Fases para calculo de uma raiz I

[1 Equacoes algébricas de grau até quatro podem ter
sSuas raizes calculadas por meio de uma expressao.

[1 Por exemplo,

—b 4 /b2 — dac
2a

Qj p—
para as duas raizes de
f(z) =az® +bx+c=0.

[1 Raizes que nao podem ser achadas analiticamente.

[ Problema de calcular uma raiz

1. Isolamento da raiz: intervalo [a,b] que conte-
nha uma, e somente uma, raiz de f(x) = 0.

2. Refinamento da raiz: a partir de xg € [a, b] gerar
uma sequéncia {xqg, ©1, To,..., T, ..., E}.
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Isolamento de raizes I

[1 Maioria dos métodos para calculo de raizes neces-
Sita que a mesma esteja confinada em um dado
intervalo.

[ Esta raiz deve ser unica em tal intervalo.

[1 Teoremas da Algebra fornecem importantes infor-
macoes sobre as equacdoes polinomiais.

[] Isolamento de raizes das equacoes algébricas.

[] Isolamento de raizes das transcendentes.
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Equacdes algébricas I

[l Equacao algébrica de graun, n > 1

P(x) = cn:I:n—I—cn_lzcn_l—l—- : -+62:1:2—|—cla:—|—co =0.

[1 Avaliacao de polinOmio

P(x) = cpnz" + cn_lazn_l 4 ...+ 62:132 + c1z + cp.
0 EMxz=a

P(a) = cpa” + cn_lan_l + ...+ CQCLQ + c1a + cp.

[0 Avaliar P(a) de grau n: n(n+ 1)/2 multiplicagcdes
e n adicoes.

[l Por exemplo, em . = 2
P(x) = 322 — 2% 4+ 523 + 722 — 32+ 1,
P(2) =3.2°-2.2445.2347.22_3.241=127.

[1 Requeridas 15 multiplicacdoes e 5 adicoes.
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Método de Horner |

[1 Maneira mais eficiente de avaliar um polindmio.

[1 Consiste em reescrever o polindmio de forma a
evitar poténcias.

P(z) = cpz" 4 cp_12" 1+ + cox? + c1z + o,
(cnz™ Y4, 12" 24+ Fcox+ 1)z + o,
((enz™ 2 4cp_12™ 3+ Fe2)ater)z+co,

Plx) = (...(cnx+cp_1)r+ -+ o)+ c1)x+ co.

n—1
[1 Requer apenas n multiplicacoes e n adicoes para
avaliar um polinObmio de grau n.

[1 Por exemplo, em =z =2

P(x) 32° — 224 + 523 + 722 — 3z + 1,

P(x)

(((Bz—2)z+5)x+ 7z — 3)z + 1,
P(2) = ((((3-2—=2)2+5)247)2—-3)2+1=127.
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Algoritmo: meétodo de Horner I

Algoritmo Horner
{ Objetivo: Avaliar polindmio de grau n em a }
parametros de entrada n, C, a

{ grau, coeficientes e ponto, onde c € tal que }

{ P(z)=c(1)z"+c(2)a 14+ . .- +c(n)z+c(ntl) }
pardmetros desaidaa, y {a, P(a) }

Y «— C(l)

parai« 2atén—4 1 faga

y —yxa-4c(i)

fimpara

fimalgoritmo
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Propriedades gerais I

[] Teorema
Uma equacao algébrica de grau n tem exatamente
n raizes, reais ou complexas, contando cada raiz
de acordo com a sua multiplicidade.

[ Uma raiz £ tem multiplicidade m se
P =P =P =..=P" (¢ =0c¢e

P™(§) =0

sendo

d'P(x)
dx?

P'(¢) =

r=¢ 1=1,2,...,m.
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Exemplo I

[] Seja

P(z) =a%+223—-12224 142 -5 — P(1) =0,

Pl(z) = 4a3+ 622 — 24z + 14 — P/(1) =0,
P'(z) = 1222 + 122 — 24 — P""(1) =0,
P'"(z) =24x + 12 — P'"(1) = 36.

[J Raiz £ =1 é de multiplicidade m = 3.

[1 Polinbmio de grau 4 escrito na forma fatorada

P(z) = (z — 1)3(z + 5).
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Raizes Complexas I

[1 Teorema

Se o0s coeficientes de uma equacao algébrica forem
reais, entao suas raizes complexas serao comple-
X0S conjugados em pares, ou seja, se &1 = a + bt
for uma raiz de multiplicidade m, entao & = a—b:
também sera uma raiz e com a mesma multiplici-

dade m.

0 Raizes de P(z) = 22 — 4z + 13 = 0 sdo

_4i\/(—4)2—4-1-13 &1 =24 3i
<= P £r = 2 — 3i.

[1 Corolario

Uma equacao algébrica de grau impar com coefi-

cientes reais tem, no minimo, uma raiz real.

0 Raizes de P(z) = 23 — 922 4+ 332z — 65 = 0 s30

£1 =05, =2+3ie&3=2— 3i.

[ Equacao de grau 3 tem uma raiz real.
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Relacoes de Girard I

[0 Sendo &, 1 =1,2,...,n as raizes de P(z) =0
P(z) = colz — &) (z — &) ... (z — &) = O.

[J Multiplicando os fatores

P(z) = cpa"—ca(&1 &+ &)™

+ cn(§1€2+E183+ 16+ E83+ -+t -+ &)
— (€128t 61&ba+ -+ &€&+ 1838+ En28n16n)a™
+- - (—1)"cn(€16283. .. &) = O.

[l Condicao de igualdade das equacdOes algébricas,

P(x) = 0 escrita na forma de poténcias

Sttt ="

Cn

G+ Glst -t b+ s+ bt Enrbn = 22,
16283 +&1828a+ - - +E£1828n+61838a+- - -+ &n—28n—1&n=— Cn_?’,

Cn

£16283...&n = (—1)"2—2-
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Exemplo I

[1 As raizes da equacao
P(x) = 2> — 92° 4+ 33z — 65 = 0,

SA0 &1 =5, =2+ 31 € £33 =2 — 31,
[] Relacbes de Girard

542437+ (2 - 3@)—9——_T9,

5(2430) 4+ 5(2—30) + (2431)(2—3i) = 33 = ?

3—65

5(2 4 3i)(2 - 3i) = 65 = (~1)°—
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Limites das raizes reais |

[0 Teorema (Lagrange)
Dada a equacao

P(x) =cnacn—|—cn_1af;n_1—|—- : -—|—62£U2—|—(31£C—|—CO =0,

sec,>0ek(0<k<n-—1) for o maior indice de
coeficiente escolhido dentre os coeficientes nega-
tivos, entao o limite superior das raizes positivas
de P(x) = 0 pode ser dado por

V ¢cn

onde B € o0 modulo do maior coeficiente negativo
em valor absoluto.

~

[ Se &, for a maior das raizes positivas, entao &, < L.

0 Sec¢; >0(i=0,1,...,n), entdao P(x) = 0 nao tem
raizes positivas, pois P(z) = Y% ¢z’ > 0 para
ci>0ex>0.
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Exemplo I

[ Seja
P(z) = z* + 223 — 1322 — 142 4+ 24 = 0.
[1 Coeficientes negativos
cp=-13ec=-14 —
k=2 (2>1) e B=|-14|.

[1 Teorema de Lagrange

14
L=1+ 4,2/T—>L:4,74.

0 P(x) = 0 nao tem nenhuma raiz maior que 4,74.
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Equacoes auxiliares I

[1 Equacdes auxiliares
Pi(z) = 2"P(1/x) = 0,
Py(z) = P(—x) =0,
P3(z) = 2"P(—1/z) = 0.

[0 Raizes de P(z) =0sendo & (1=1,2,...,n).
[ Raizes dePi(x) = 0 sao 1/¢;.
[0 Raizes de Py(x) = 0 sao —¢;.
[ Raizes de P3(x) = 0 sao —1/¢;.
[0 Se 1/¢, for a maior das raizes positivas de P;(z) =0
* < Li—¢& > i)
q Ly

[ Se P(z) = 0 possuir raizes positivas &1

1
—<et <L
LA

[0 Se P(x) = 0O tiver raizes negativas £~

1
L <E < —
> <¢ < I
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Limites das raizes reais

[ Limites nao garantem a existéncia das raizes reais.

[1 Apenas informam onde as raizes reais estarao, caso
existam.

%“% T
—

w
—

Algoritmos Numéricos Cap.6: Raizes de equagdes Ed1.0 (©2001 FFCf 16



Exemplo I

[1 Calcular os limites das raizes de

P(z) = 2% + 223 — 1322 — 142 4+ 24 = 0.

[1 Equacoes auxiliares
1 1 2 13 14
):x“( +__———+24)—_O,

P =z*P (= -
1) = (ZE 4 x3 22 oz
Pi(z) = 24z* — 1423 — 132° + 22+ 1 = 0,

3/14 1
4320 L = =063,

li=1+ 24 I,
Py(z)=P(—x)=(—x)*+2(—2)>-13(—2)* - 14(—z)+24 =0,
Po(z) = z* — 223 — 1322 + 142 + 24 = 0,

-3/13
Lo=1+ 4T~ -Lo=-14

1 1 2 13 14
P =P ) =yt o e ) =

P3(z) = 24z* 4+ 142> — 1322 — 22+ 1 = 0,

5[13 1
Is=14 422 - — o058
24 " I

[ Limites das raizes reais

063<¢T<474e-14<¢ < —0,58.
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Dispositivo pratico I

[1 Calcular os limites das raizes de

P(z) = z* + 223 — 1322 — 142 4+ 24 = 0.

n=4| P(z) | Pi(z) | Px(z) | P3(x)
ca 1 24 1 24
c3 2| —14| -2 14
c5 ~13| -13| -—-13| -13
c1 —14 2 14 —2
co 24 1 24 1|
k 2 3 3 2
n—k 2 1 1 2
B ||-14|||-14]||-13|]| |-13|
L; | 4,74 1,58 14| 1,74
Le | 4,74 0,63 —14|-0,58

] Limites das raizes reais

063<¢T <474e-14<¢ < —0,58.

Algoritmos Numéricos Cap.6: Raizes de equagdes Ed1.0 (©2001 FFCf 18



Graficos de P(z) = 2% + 223 — 1322 — 14z + 24

[l Intervalo —14 < x < 4,74

a5k 10* P(x)=x*+2x°-13x2-14x+24
" T T T

P(x)

-05 I I I I I I I I I
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4

[ Intervalo -6 <z <4

P(x)=x*+2x3-13x?-14x+24
160 ‘ ‘

140

120

100

80

60

P(x)

40

20
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Algoritmo: limites de raizes reais I

Algoritmo LimitesRaizes
{ Objetivo: Achar os limites das raizes de equag¢ao polinomial }
parémetros de entrada n, ¢ { grau do polindmio e coeficientes sendo }
{P)=c(l)*xz"+c(2)*z" 1+ - +c(n)xz+c(n+1)}
parédmetros de saida L
{ Limites inferior e superior das raizes positivas e negativas }
se C(1) = 0 entdo escreva ‘‘coeficiente c(1) nulo”; abandone fim se
t~—n+4+1;c(t+1)«0
repita { Se c(n+1) for nulo, entdo o polindmio € deflacionado }
se C(t) # 0 entdo interrompa fimse; t«—t—1
fim repita; { Calculo dos quatro limites das raizes reais }
para i« 1 até 4 faga
sei=2oui=4entdo {Inversdao da ordem dos coeficientes }
paraj < 1 até t/2 facga
Aux «—c(j); c(j) «—c(t—j4+1); c(t—j+ 1) < Aux

fim para
senéo
se i = 3 entdo { Reinversao da ordem e troca de sinais dos coef. }

paraj < 1 até t/2 faca
Aux < c(j); c(j) «c(t—j+1); c(t —j+ 1) < Aux
fim para
paraj <« t— 1 até 1 passo —2 faga C(j) «— —c(j) fim para
fim se
fim se
{ Se c(1) for negativo, € trocado o sinal de todos os coeficientes }
se C(1) < O entdo
paraj <« 1 atét faga c(j) «— —c(j) fim para
fim se; k «+— 2 { Cdlculo de k, o maior indice dos coef. negativos }
repita
se C(k) < Oouk >t entdo interrompa fimse; K« k41
fim repita { Calculo de B, o maior coef. negativo em maodulo }
se K < t entéo
B—0
paraj < 2 até t faga
se C(j) < 0eabs(c(j)) > Bentdo B« abs(c(j)) fimse
fim para
{ Limite das raizes positivas de P(x) = 0 e das eq. auxiliares }
L() — 1+ K1/B/c(D)
sendo L(i) «— 10100
fim se
fim para { Limites das raizes positivas e negativas de P(z) =0 }
Aux«—L(1); L(1)«<1/L(2); L(2)«—Aux; L(3)«——-L(3); L(4)—-1/L(4)
fim algoritmo
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Numero de raizes reais I

[0 Teorema (Regra de sinais de Descartes)
O nilmero de raizes reais positivas nT de P(z) =
O é igual ao numero de variacdes de sinais na
sequUéncia dos coeficientes ou € menor que este
ndmero por um inteiro par, sendo as raizes con-
tadas de acordo com a sua multiplicidade e nao
sendo considerados os coeficientes nulos.

[J Corolario
Se P(x) = 0 nao possuir coeficientes nulos, entao
O numero de raizes reais negativas n~ (contando
multiplicidades) € igual ao numero de permanén-
cias de sinais na sequéncia dos coeficientes ou é
menor que este numero por um inteiro par.

[1 Regra de sinal de Descartes consegue discernir en-
tre as raizes positivas e negativas.

[1 NAQO consegue separar as raizes reais das comple-
Xas, as quais aparecem em pares conjugados.

[1 Por exemplo, se o0 numero de variacoes de sinais
for 5, entdo nT = 5 ou 3 ou 1.
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Exemplo I

[] Seja
P(z) = z* + 223 — 132° — 142 4+ 24 = 0,
nt = 2o0u0,

n = 2o0uQ0.

[] Se existirem duas raizes positivas, elas satisfarao
0,63 < ¢1 < 4,74.
[1 Se houver duas negativas, elas estarao no intervalo

14 < ¢~ < —0,58.
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Exemplo I

[] Calcular os limites e 0 numero de raizes reais de
P(z) =23 —-32° - 624+8=0.

n=23|P(x)|Pi(x)|P>(z)|P3(x)
c3 1 3 -1 3
Co -3 —6 -3 6
c1 —6 -3 6 -3
co 3 1 3 —1
k

n—k
B
L;
Le¢

n=3|P(x)|Pi(z)| P>(x) | P3s(x)
c3 1 3 1 8
Co -3 —6 3 6
c1 —6 -3 —6 -3
co 3 1 —8 —1
k 2 2 1 1|

n—k 1 1 2 2
B |[-6]] [-6]] [=8]] [-3]
L; 7 1, 75| 3,83] 1,61
Le | 7] 0,57|—3,83/-0,62

[] Limites das raizes

057 <t <7e-383<¢ <-0,62.

[0 Ndmero de raizes reais: nt = 2 ou 0 e n—

Trocar sinal

de PQ(:B)
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Exemplo I

[ Achar os limites e 0 numero de raizes reais de
P(z) = 2® — 52° + 72* 4+ 1923 — 9822 — 104z = O.
P(z) = 2° — 52* + 72> + 1922 — 98z — 104 = 0.

n=>5

P(x)

P (x)

P>(x)

P3(x)

C5

1

—104

—104

C4q

-5

—98

98

C3

-

19

C2

19

-

C1

—98

-5

—104

1

P(x)

P>(x)

P3(x)

1

1

104

-5

5

-

-

19

—19

—-98

—98

—104

104

4

2

1

3

| —104|

[—19]

| —98]

|— 98]

105

1,43

5,61

1,94

105

0,70

—5,61

—0,51

Trocar sinal de

Pi(z), P>(x), P3(x)

[ Limites das raizes: 0,70 < ¢+ < 105; -5,61 < ¢ < —0,51.
[1 Numero de raizes reais: nt =3 oulen = 2ouO0.
()2001 FFCE
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Equacoes transcendentes I

[1 Equacdes transcendentes nao dispdoem de teore-
mas que fornecam informacdes sobre os limites e
O numero de raizes reais.

[1 Uma equacao transcendente pode ter um numero
infinito de raizes

f(x) = sen(x) = 0.

[1 Ou mesmo nao ter raizes
f(x) = sen(x) —2 = 0.

[1 Método grafico: maneira simples para achar um
intervalo que contenha uma unica raiz.

[J Esboco da funcao no intervalo de interesse.

[] Dificuldade em determinar este intervalo.

[1 Usar a intuicao, o conhecimento a respeito da
funcao e método da tentativa e erro.
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Algoritmo: intervalo onde funcao troca sinal I

0 Fornece um intervalo [a,b], no qual uma funcao
f(x) troca de sinal, ou seja, f(a)f(b) < 0.

[1 Raiz nao esta necessariamente isolada, pois pode
haver um numero impar de raizes no intervalo.

Algoritmo Trocasinal
{ Objetivo: Achar intervalo onde a fun¢dao troca de sinal }
pardmetros de entrada zZ
{ ponto a partir do qual o intervalo sera gerado }
paradmetros de saida a, b, Erro
{ limite inf. e sup. do intervalo e condicdao de erro }
se Z = 0 entédo
a «— —0,05; b+~ 0,05
senao
a«—095x%xz, b« 1,05x%2z
fim se
Iter — 0; Aureo «— 2/(raizp(5) — 1)
Fa «— f(a); Fb— f(b) { Avaliar f(z) emz=aeb}
escreva Iter, a, b, Fa, FDb
repita
se FaxFb <0 oulter > 20 entdo interrompa fimse
Iter — Iter 4+ 1
se abs(Fa) < abs(Fb) entdo
a<« a— Aureox(b—a)
Fa «— f(a) { Avaliar a funcao f(z) em z =a}
senao
b+« b+ Aureo * (b —a)
Fb— f(b) { Avaliar a funcao f(z) em x =15}
fim se
escreva Iter, a, b, Fa, Fb
fimrepita
se FaxFb <0 entdo Erro« O sendo Erro« 1 fimse
fim algoritmo
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Exemplo I

[ Achar um intervalo, a partir de z = 5, onde a
funcdo f(z) = 223 — cos(x + 1) — 3 troca de sinal.

[l Funcao em —3,72 <z < 5,25

f(x):2><3—cos(><+1)—3
T T

300

250

200

150 -

100 -

f(x)

50

ok

-50

-100

-150

[0 Funcaoem —1 <z <2

f(x):2x3—cos(><+1)—3
14 T

12-

10

f(x)
S

I I I I I
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2
X
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Exemplo I

[] Isolar, graficamente, os zeros da funcao
f(x) = 0,0523 — 0,422 + 3 sen(a)z.

[l Intervalo amplo: —20 < o < 20

f(x)=0,05x°-0,4x%+3sen(x)x
T T T

300

200

100 -

oF

-100

f(x)

-200

=300

-400

-500

~600 I I I I I I
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
X

[1 Melhor detalhamento: 4 <z <12

1(x)=0,05x%-0,4x*+3sen(x)x
T T .

25

20

15

10~

f(x)

-10}+

15

-20
-4
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Convergéncia da raiz I

[0 Raiz £ ja isolada em um dado intervalo [a,b].

[0 Gerar uma sequéncia {zg,z1,...,7p,..., ¢} € [a,b]
que convirja para a raiz exata £ de f(x) = 0.

[1 Critério de parada baseado em teorema

[] Teorema
Sejam £ uma raiz exata e x;. uma raiz aproximada
de f(x) = 0, sendo que £ e zj. € [a,b] e |f'(z)] >
m >0 para a <x < b, com

- /
m = min x)|.
CLSme!J"’( )

Ent3ao o erro absoluto satisfaz

| f(xg)|
[z, — §] < —
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Exemplo I

[1 Avaliar o erro absoluto cometido ao considerar
r = 2,23 COmMO aproximagcao da raiz positiva de
f(z) =22 —5 =0 no intervalo [2, 3].

m = min_|2x| = 4.
2<x<3
[1 Assim
0.0271
2,23 — £ < = = 0,0068 —

2 23-0,0068 < ¢ < 2,23+40,0068;

(¢ =5 ~2,2361).
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Critério de parada I

[] Teorema de aplicacao muito restrita.

[l Requer que seja avaliado o minimo da derivada
primeira da funcao f(x).

[1 Sequéncia interrompida quando seus valores satis-
fizerem pelo menos um dos critérios

|z — 21| <€

~

L — L1
Lk

|fzg)| < e

~»

[] : tolerancia fornecida.
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Ordem de convergéncia I

[1 Definir a rapidez com que a sequéncia gerada por
um dado método, {zg,x1,x2,...,TL,...}, converge
para a raiz exata €.

[1 Seja o erro da k-ésima iteracao

szivk—f,

[ diferenca entre a raiz £ e a sua estimativa z;..

[1 Critério para avaliar a convergéncia

lim |ep41] = Kleg!|”,
k— o0

[1 K: constante de erro assintotico,

[1 ~v: ordem de convergéncia do método gerador da
sequéncia.

[ Quanto maior o valor de v mais rapida a sequéncia
convergira para a raiz da equacao.
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Meétodo da bissecao I

[0 Seja f(x) continua no intervalo [a,b], sendo £ a
Unica raiz de f(xz) = O neste intervalo.

[ O método da bissecao consiste em subdividir o
intervalo ao meio a cada iteracao.

[1 Manter o subintervalo que contenha a raiz, ou se-
ja, aquele em que f(x) tenha sinais opostos nos
extremos.

[] Sequéncia de intervalos encaixados

{la1,b1], [a2,b2], [az,b3], ..., [ag, bgl},

fla;)f(b;) <0,i=1,2,... k.

[1 Na k-ésima iteracao

. _b—a
k™ %k = 2k—1"
[ Sequéncia {a1,ap,a3,...,ar} € monotdnica nao de-

crescente limitada.

[ Sequéncia {bq1,bp,b3,...,b.} € monotdnica nao
crescente limitada.
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Convergéncia do método da bissec;éiol

[1 As duas sequUéncias possuem um limite comum &

im a, = lim b, = ¢.
k— 00 k— o0

[0 Passando ao limite da desigualdade f(a;)f(b;) <O
com k — oo

[F(©)]? <0 — f(¢) =0.
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Numero de iteracoes I

[0 Método da bissecao tem convergéncia garantida
se f(x) for continua em [a,b] e se £ € [a, b].

[0 E possivel determinar a priori o nimero de ite-
racoes necessarias para calcular a raiz com uma
tolerancia ¢ a partir de um intervalo [a, b].

[1 Substituindo

b, — ay,
T = ———
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Algoritmo: meéetodo da bissecao I

Algoritmo Bissecgédo
{ Objetivo: Calcular raiz pelo método da bissec¢ao }
parametros de entrada a, b, Toler, IterMax
{ lim. intervalo, tolerancia e num. max. de iterag¢des }
parametros de saida Raiz, Iter, Erro
{ raiz, numero gasto de itera¢cdes e condi¢cao de erro }
Fa — f(a); Fb — f(b) { Avaliar f(x) emz=aex=0>b}
se Fax Fb > 0 entdo
escreva ‘“funcao nao muda de sinal nos extremos do intervalo”
abandone
fim se
DeltaX «— abs(b —a)/2; Iter — 0
repita
Iter — Iter4+1; x+— (a+b)/2
Fx «— f(x) { Avaliar a funcao f(xz) }
escreva Iter, a, b, X, Fx, DeltaX
se (DeltaX < Tolereabs(Fx) < Toler) oulter >IterMax entéo
interrompa
fim se
se Fa x Fx > 0O entédo
a+— X, Fa «— Fx
senao
b «+— X
fim se
DeltaX « DeltaX/2
fimrepita
Raiz «— X
se DeltaX < Toler e abs(Fx) < Toler ent&o
Erro — 0O
senao
Erro «— 1
fim se
fimalgoritmo
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Exemplo I

[1 Calcular a raiz negativa de

P(z) =23 - 32° — 62+ 8 =0,

com tolerancia ¢ < 0,05 que esta no intervalo
[-3,83; —0,62].

Calculo de raiz de equacao pelo metodo da bissecao

iter

1 -3.

-2.
.22500
.22500
.02438
.02438
.02438

~NOoO Ok N
|
N

a
83000
22500

b

.62000
.62000
.42250
.82375
.82375
.92406
.97422

-2.
.42250
.82375

-1
-1

-2.
.92406
.97422
.99930

-1
-1
-1

X
22500

02438

Fx

.51702e+00
.58604e+00
.89840e+00
.44112e-01
.31541e+00
.58098e-01
.26518e-02

N OT -, N D 0~

delta_x

.60500e+00
.02500e-01
.01250e-01
.00625e-01
.00312e-01
.01562e-02
.50781e-02

[1 Raiz da equacgao ¢é £ =~ x7 = —1,99930.
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Exemplo I

[1 Calcular a raiz de

iter
1

O© 00 NO 0Lk WN

f(z) =223 —cos(z+1) —3=0,

pertencente ao intervalo [—1, 2], com ¢ < 0,01.

Calculo de raiz de equacao pelo metodo da bissecao

R R, R, R, 000

a

.00000
.50000
.50000
.87500
.06250
.06250
.06250
.06250
.07422

i o e L S I

b

.00000
.00000
.25000
.25000
.25000
.15625
.10938
.08594
.08594

PR R, R R PRORFRL,O

X

.50000
.25000
.87500
.06250
.15625
.10938
.08594
.07422
.08008

[J Raiz é £ =~ 9 = 1,08008.

Fx

.82074e+00
.53442e+00
.36062e+00
.28946e-01
.44191e-01
.43561e-01
.38636e-02
.83931e-02
.52110e-03
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delta_x

.50000e+00
.50000e-01
.75000e-01
.87500e-01
.37500e-02
.68750e-02
.34375e-02
.17188e-02
.85938e-03
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Exemplo I

] Determinar a maior raiz de

f(z) = 0,0523 — 0,422 + 3sen(x)x = 0,

com ¢ < 0,005, sabendo que £ € [10, 12].

Calculo de raiz de equacao pelo metodo da bissecao

1 10.
.00000
.50000
.50000
.62500
.68750
. 71875
. 73438
. 74219
. 74219
. 74219
. 74316
. 74365

2 11
3 11
4 11
5 11
6 11
7 11
8 11
9 11
11
11
11
11

a
00000

12.
12.
12.

11
11
11
11
11
11
11
11
11
11

b

00000
00000
00000

. 75000
. 75000
. 75000
. 75000
. 75000
. 75000
. 74609
. 74414
. 74414
. 74414

11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11

X

.00000
.50000
.75000
.62500
.68750
.71875
. 73438
.74219
.74609
.74414
. 74316
. 74365
. 74390

-1

Fx

.48497e+01
.05935e+00
.01278e-01
.69752e+00
.81359e+00
.22289e-01
.14508e-01
.76111e-02
.15850e-02
.92471e-03
.53588e-02
-9.
-1.

22092e-03
14908e-03

NP OFF WNRF, WORFLDNO -

delta_x

.00000e+00
.00000e-01
.50000e-01
.25000e-01
.25000e-02
.12500e-02
.56250e-02
.81250e-03
.90625e-03
.96312e-03
.76562e-04
.88281e-04
.44141e-04

[1 Raiz da equacgao é £ =~ x13 = 11,74390.

[1] Método da bissecao é robusto mas nao € eficiente
devido a sua convergéncia lenta.
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Métodos baseados em aproximacao linear I

[0 Consiste em aproximar f(xz) por um polindmio
linear no intervalo [zg,z1].

[ Estimativa da raiz £ € tomada como o valor onde
a reta cruza o eixo das abscissas.

[ Equacao do polindbmio de grau 1 que passa pelos
pontos de coordenadas [xq, f(zg)] € [x1, f(x1)]

f(x1) — f(zo)

L1 — X0

y = f(z1) + (r —x1).

[1 Valor da abscissa x5, para o qual y = 0, € tomado
COMO uma aproximacao da raiz

f(x1)
f(xz1) — f(z0)

(r1 — 20) |

Lo — 1 —

[1 Na proxima iteracao, um dos pontos extremos do
intervalo [zg,x1] sera substituido por zo, que é
uma melhor estimativa da raiz &.

[1] Método da secante, da regula falsi e 0 pégaso.
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Metodo da secante I

[1] Usa 0os pontos obtidos nas duas ultimas iteracdoes
como pontos base por onde passara o polinOmio
linear.

y‘
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Algoritmo: meétodo da secante I

Algoritmo Secante
{ Objetivo: Calcular raiz pelo método da secante }
parametros de entrada a, b, Toler, IterMax
{ lim. intervalo, tolerancia e num. max. de iteracdes }
parametros de saida Raiz, Iter, Erro
{ raiz, numero gasto de iteragcdes e condi¢cao de erro }
Fa — f(a); Fb — f(b) { Avaliar f(x) emz=aex=0b}
se abs(Fa) < abs(Fb) ent&o
t—a;,a<—b;b—t;t<—Fa;, Fa— Fb; Fb«t
fim se
Iter — 0; X «— b; Fx «— Fb
repita
Iter «— Iter 4+ 1; DeltaX «— —Fx/(Fb — Fa) x (b — a)
X «— X 4+ DeltaX; Fx « f(x) { Avaliar a funcdo f(z) }
escreva Iter, a, b, X, Fx, DeltaX
se (abs(DeltaX) < Toler e abs(Fx) < Toler)
ou Iter > IterMaxX entdo
interrompa
fim se
a<+b;Fa«~— Fb; b+~ Xx; Fb+ FXx
fimrepita
Raiz «— X
se abs(DeltaX) < Toler e abs(Fx) < Toler entéo
Erro — 0O
senao
Erro — 1
fim se
fim algoritmo
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Exemplo I

[ Determinar a raiz de

iter
1

2
3
4
5
6
7

Calculo de raiz de equacao pelo

a
2.00000
-1.00000
-0.09955
1.27313
0.82210
1.03883
1.08869

b
.00000
.09955
.27313
.82210
.03883
.08869
.07881

B R, PR, OR O

X

.0995656
.27313
.82210
.03883
.08869
.07881
.07912

f(z) =223 —cos(z+1) —3=0,

com ¢ < 0,001, sabendo-se que € € [—1, 2].

metodo da secante

Fx

.62323e+00
.77312e+00
.64011e+00
.06756e-01
.57552e-02
.43778e-03
.84038e-05

[1 Raiz da equacao é £ =~ x7 = 1,07912.

delta_x

.00451e-01
.37268e+00
.51031e-01
.16728e-01
.98610e-02
.87482e-03
.07862e-04

[ Método pode apresentar alguns problemas.

[1 Se a funcao nao for, aproximadamente, linear no

Algoritmos Numéricos Cap.6: Raizes de equagdes Ed1.0

intervalo que contém a raiz, uma aproximacao Su-
cessiva pode sair deste intervalo.
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Meétodo da regula falsi I

[ Maneira de evitar problemas & garantir que a raiz
esteja isolada no intervalo inicial e continue dentro
dos novos intervalos gerados.

[ Método da regula falsi retém o ponto no qual o va-
lor da funcao tem sinal oposto ao valor da funcao
no ponto mais recente.

yA
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Algoritmo: método da regula falsi I

Algoritmo Regula Falsi
{ Objetivo: Calcular raiz pelo método da regula falsi }
parametros de entrada a, b, Toler, IterMax
{ lim. intervalo, tolerancia e num. max. de iteracdes }
paradmetros de saida Raiz, Iter, Erro
{ raiz, niumero gasto de iteragdes e condicao de erro }
Fa «— f(a); Fb — f(b); { Avaliar f(zr) emx=aexz =10}
se Fax Fb > 0O entdo
escreva “funcao nao muda de sinal nos extremos do intervalo”
abandone
fim se
se Fa > 0 entéo
t—a,a<—b;b—t:t«—Fa; Fa«~Fb; Fb«t
fim se
Iter — 0; X« b; Fx«— Fb
repita
Iter — Iter 4+ 1; DeltaX «— —Fx/(Fb — Fa) x (b — a)
X «+ x 4+ DeltaX; Fx « f(x); { Avaliar a funcao f(z) }
escreva Iter, a, b, X, Fx, DeltaX
se (abs(DeltaX) < Toler e abs(Fx) < Toler)
ou Iter >IterMax entédo
interrompa
fim se
se FX < 0 entéo
a<«— X, Fa«— Fx
senao
b« X; Fb «— FX
fim se
fim repita
Raiz «+ X
se abs(DeltaX) < Toler e abs(Fx) < Toler entéo
Erro < O sendo Erro«1
fim se
fimalgoritmo
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Exemplo I

[ Achar a raiz de

f(z) =223 —cos(z+1) —3=0,

com ¢ < 0,001, sabendo-se que € € [—1, 2].

Calculo de raiz de equacao pelo metodo da regula

iter a
1 -1.00000
2 -0.09955
3 0.33235
4 0.63985
5 0.83952
6 0.95534
7 1.01723
8 1.04872
9 1.06432
10 1.07195
11 1.07565
12 1.07745
13 1.07831
14 1.07873
15 1.07893

[1 Raiz da equacao é £ =~ x5

N DNDNDDNDDNDNDNDNDNDNDNMDDNDDNDDNDDNDDNDDN

b

.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000

|
o

P PR R P RrRPRPRPREROO0OO0O

X

.099565
.33235
.63985
.839562
.95534
.01723
.04872
.06432
.07195
.07565
.07745
.07831
.07873
.07893
.07903

Fx

.62323e+00
.16277e+00
.40710e+00
.556114e+00
.81016e-01
.63059e-01
.33276e-01
.14984e-01
.60652e-02
.71920e-02
.31542e-02
.35546e-03
.06878e-03
.48135e-03
.14969e-04

1,07903.

|
N

O N DPOFRR WNRFR, WOR RFP, WD

falsi
delta_x

.09955e+00
.31900e-01
.07495e-01
.99671e-01
.15826e-01
.18895e-02
.14868e-02
.56020e-02
.62768e-03
.70434e-03
.79314e-03
.66625e-04
.18519e-04
.02041e-04
.75179e-05

[1 Convergéncia soO se fez de um lado do intervalo.

[ Quanto mais longe o ponto fixo for da raiz, mais

lenta sera a convergéncia.
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Método pégaso I

[J Sequéncia {x;} obtida pela formula de recorréncia

f(zg)

_ —xp_q), k=1,2.3, ...
F o) — f (apq) k1)

Lh+1—Lk

0 Pontos [zp_1, f(zr_1)] e [z, f(x)] sdo escolhidos
de modo que f(zp_1) € f(xr) tenham sempre si-
nais opostos, garantindo € € [z _1,x4].

[J Para evitar retengdao de um ponto, valor de f(x;_1)
é reduzido por um fator

f(xg)
f(zg) + f(zps1)

[ Reta pode ser tracada por um ponto nao perten-
cente a curva de f(x).
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Interpretacao grafica do método pégaso I

[ Estimativa x4 da raiz obtida usando os pontos
[x3, f(z3)] e [z1,p], sendo que

f(x2)
f(z2) + f(z3)

p= f(x1)

0 24 € uma melhor aproxima¢do da raiz do que z/,

que seria obtido pelo método da regula falsi.
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Algoritmo: meétodo pégaso I

Algoritmo Pégaso
{ Objetivo: Calcular raiz de equa¢ao pelo método pégaso }
parametros de entrada a, b, Toler, IterMax
{ lim. intervalo, tolerancia e num. max. de iteracdes }
parametros de saida Raiz, Iter, Erro
{ raiz, numero gasto de itera¢des e condicao de erro }
Fa «— f(a); Fb — f(b); { Avaliar f(x) emx=aex =0}
X «— b; Fx « Fb; Iter — O
repita
Iter «— Iter 4+ 1; DeltaX «— —Fx/(Fb — Fa) x (b — a)
X «+ x 4+ DeltaX; Fx « f(x); { Avaliar a funcao f(z) }
escreva Iter, a, b, X, Fx, DeltaX
se (abs(DeltaX) < Toler e abs(Fx) < Toler)
ou Iter > IterMaX entdo
interrompa
fim se
se FX*x Fb < O entéo
a+—b; Fa—Fb
senao
Fa «— FaxFb/(Fb + Fx)
fim se
b+ X; Fb «— Fx
fimrepita
Raiz «+ x
se abs(DeltaX) < Toler e abs(Fx) < Toler entéo
Erro — 0
senao
Erro +— 1
fim se
fim algoritmo
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Exemplo I

[1 Calcular com ¢ < 0,001, a raiz de
f(z) =223 —cos(z+1) —3=0,

sabendo-se que £ € [—1, 2].

Calculo de raiz de equacao pelo metodo pegaso
iter a Fa b Fb X Fx delta_x

1 -1.0000 -6.0000 2.0000 13.9900 -0.0995 -3.6232 -2.0995
2 2.0000 13.9900 -0.0995 -3.6232 0.3324 -3.1628 0.4319
3 2.0000 7.4696 0.3324 -3.1628 0.8284 -1.6082 0.4961
4 2.0000 4.9518 0.8284 -1.6082 1.1156 0.2954 0.2872
5 0.8284 -1.6082 1.1156 0.2954 1.0711 -0.0629 -0.0446
6 1.1156 0.2954 1.0711 -0.0629 1.0789 -0.0018 0.0078
4 1.1166 0.2871 1.0789 -0.0018 1.0791 -0.0000 0.0002

[1 Raiz da equacao é ¢ =~ x7 = 1,0791.
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Exemplo I

[ Determinar a raiz de

iter
1

OOk WN

0 Raiz é ¢ ~ x5 = 0,6812.

Algoritmos Numéricos Cap.6: Raizes de equagdes Ed1.0

f(z) =32° 4+ vz + 1cos3(z) —2 =0,

com £ < 1072, sabendo-se que ¢ € [0, 1].

OO, k= O

Calculo de raiz de equacao pelo metodo

a

.0000
.0000
.0000
.0000
.6763
.6815

-1.
1
0.
0.

-0.
0.

Fa
0000

.2231

9072
8433
0136
0007

O OO OO

b

.0000
. 4498
.6125
.6763
.6815
.6812

Fb

.2231
.5137
.1788
.0136
.0007
.0000

O OO O OO0

X

.4498
.6125
.6763
.6815
.6812
.6812

pegaso
delta_x

Fx

.5137
.1788
.0136
.0007
.0000
.0000

-0.

0.
.0638
.0051
.0002
.0000

o

5502
1627

(©2001 FFCf
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Ordem de convergéncia I

[ Estimativa x> da raiz & obtida por uma reta pas-
sando por [zq, f(zo)] € [z1, f(x1)]

_ f(@) (21— 20) = z1f(@o0) — zof(21)
f(z1) — f(=o) f(wo) — f(x1)

Io = X1

[0 Expandindo f(xz;) em série de Taylor com relacao
a raiz &.
[] Considerando o erro da k-ésima iteracao ¢, = x,.—¢&

(148 (of O+ 4 ) — (0 +8) (af O+ 4 )
€D — _ .
(co—e) f1(E)+(2—e) ...

[1 Simplificando

‘fég)eoel(éo —€e1)+ -

T PO — )+ LD (o —e)(eot ) -

€2

[0 Dividindo por f/(¢)(eg — €1)

7©
_ 27eycoeL
€2

1+ L o+ e) +---

_1®
2f/()

€2 €0ET.
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Ordem de convergéncia: regula falsi I

[] Sendo

R ALCNN
2T o) 0t

[J xg sera geralmente fixo durante varias iteragoes.

[J Erro eg também sera fixo
€41 — Krek.

[1 Convergéncia de primeira ordem.
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Ordem de convergéncia: secante

[] Sendo € R g}fé))eoel.

L x;. € ;.1 sao sempre atualizados

€L %
ex+1 = Cep—1€6k, |ext1| = Kleg|” — Klex|” = |C|eg] (%) '
[1 Rearranjando

1 1
K |ef” = |C e .

[1 v deve ser positivo tal que

1 1 5
7:1+__>72_7_1:()M7:%Fs1,61803.
Y

[1 Ordem de convergéncia igual a relacao aurea.
[J Como
K" =|c],

1 1
14+ — ::’y——>]{q ::|(7|——>]{'::|(7P ::’C”V_l,
Y

[] Secante apresenta

;7€)
2f(¢)

v—1
[TARE

|€rpt1] ~

[1 Pégaso tem ordem de convergéncia 1,642.
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b_ﬂétodos baseados em aproximacao quadréticﬂ

[1 Calculo de raiz baseado na aproximacao da funcao
f(x) por um polindmio interpolador de grau 1.

[1 Estimativa da raiz € o ponto onde a reta intercepta
O eixo das abscissas.

[1 Estimativa pode ser ainda melhor.

[1 PolinOmio de grau 2.
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Método de Muller |

[0 Consiste em aproximar f(x), na vizinhanca da raiz
€ € [xg,zo], por um polindmio quadratico.

[1 PolinOmio construido de modo a passar pelos trés
pontos de coordenadas [zq, f(x0)], [z1,f(x1)] e

[z2, f(z2)].

[1 Zero do polinOmio usado como uma estimativa da
raiz £ de f(xz) = 0.

[1 Processo repetido usando sempre oS trés pontos
mais proximos da raiz.

[] Dados os trés pontos de coordenadas
[zi—2, f(zi—2)], [zi—1, f(mi—1)]e [z, f(:)].
[ Polindbmio de segundo grau
Pr(v) = av® 4+ bv+c

Jcomov=x—x;_1.
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Interpretacao grafica do método de Muller I

[1 Para cada um dos trés pontos
Py(z;—2) = f(zi—2) —
a(wi_p — 2i—1)° + b(zip — zi—1) + ¢ = f(zi-2),
Py(zi—1) = f(wi—1) —
a(0)? 4 b(0) + ¢ = f(zi—1) — ¢ = f(=i-1),
Py(z;) = f(z;) —
a(w; — 2i-1)% + b(z; —wi—1) + ¢ = f(=7).
R

2
P(v)=av +bv+c ___

2 -

Algoritmos Numéricos Cap.6: Raizes de equagdes Ed1.0 (©2001 FFCf 57



Solucao do sistema linear I

[1 Definindo

h1 =x; —x;_1,

ho =xj—1 —zj—2.
[1 Sistema linear em termos das incognitas a € b

h3a — hob = f(zi_o) — f(zi_1),

hia+ hib= f(z;) — f(z;_1).

[] Solucao

1

a = hl(h1+h2)(f(:vq;)—(r+1)f(x7;_1)-|-rf(wi_2))

[0 sendo r = hq1/ho €

b= (f(a) ~ f(zi 1) — ahi.
1
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Método de Muller |

[1 Dois zeros do polinOmio de grau 2 em v

b= Vb2 — 4ac

2a

[1 Para ser obtida a raiz mais proxima de x;_1, O sinal
na expressao deve ser escolhido de modo a tornar
O humerador 0 menor possivel.

[1 Em vista de v =z — x;,_1, a proxima estimativa da
raiz £ de f(z) =0 é

—b+ sinal(b)y/b2 — 4ac

Titl = Tj—1 T 5u

[1 Na proxima iteracao, devem ser utilizados os trés
pontos mais proximos de &.
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Algoritmo: meétodo de Muller I

Algoritmo Muller
{ Objetivo: Calcular raiz pelo método de Muller }
parametros de entrada a, C, Toler, IterMax
{ limites do intervalo, tolerancia e num. max. iteracdes }
parametros de saida Raiz, Iter, Erro
{ raiz, numero gasto de iteracdes e condicao de erro }
{ Avaliar a funcao f(z) emz=a, z=cex=1b}
Fa — f(a); Fc— f(c); b— (a+c)/2; Fb — f(b)
X<+ b, FXx «— Fb; DeltaX <« c—a; Iter +— 0
repita
se (abs(DeltaX) < Toler e abs(Fx) < Toler)
ou Iter > IterMaxX entdo
interrompa
fim se
Iter — Iter4+1; hy «—c—Db; hp«—b—2a; r«< hy/hy; t «— X
A— (Fc—(r+1)xFb+4+r=«Fa)/(hi1=*(hi1+ h2))
B «— (FC— Fb)/hl — A xNhy
C = Fb; z «— (—B+sinal(B)* raizo(B?2—4xAxC))/(2xA)
X+ b+ z; DeltaX «— x —t; Fx «— f(x); { Avaliar f(x) }
escreva Iter, a, b, ¢, X, Fx, DeltaX
se X > b entdo
a<+b; Fa—Fb
senao
C+«<— b; Fc+— Fb
fim se
b+ X; Fb «— FX
fimrepita
Raiz «+— x
se abs(DeltaX) < Toler e abs(Fx) < Toler entéo
Erro «— 0 sendo Erro« 1
fim se
fimalgoritmo
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Exemplo I

[1 Calcular com ¢ < 0,001, a raiz de

iter

1

[S2l ~ NGV I V)

f(z) =223 —cos(z+1) —3=0,

sabendo-se que £ € [—1, 2].

Calculo de raiz

a
-1.00000
0.50000
0.86331
1.05488
1.07803

b
0.50000
0.86331
1.05488
1.07803
1.07912

N NDNDNDDN

de equacao pelo metodo de Muller

C

.00000
.00000
.00000
.00000
.00000

S e e e

X

.86331
.05488
.07803
.07912
.07912

Fx

.42476e+00
.86933e-01
.58214e-03
.55606e-05
.09542e-08

[1 Raiz da equacao é £ ~ x5 = 1,07912.
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3
1
2
1
5

delta_x
.63315e-01
.91564e-01
.31508e-02
.08694e-03
.79471e-06
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Exemplo I

[ Achar a raiz de

f(z) = 0,0523 — 0,422 + 3sen(x)x = 0,

com ¢ < 10719, no intervalo [10, 12].

Calculo de raiz de equacao pelo metodo de Muller

iter a

1 10.00000
2 11.00000
3 11.74014
4 11.74014
5 11.74393

[1 Raiz da equacao é £ ~ x5 = 11,74393.
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11
11
11
11
11

b

.00000
.74014
.74398
. 74393
. 74393

o
12.00000
12.00000
12.00000
11.74398
11.74398

11.
11.
11.
11.
11.

X
74014
74398
74393
74393
74393

-1.
1.
-1.
1.
1.

Fx
25090e-01

7.
54925e-03 3.
45315e-07 -4.
06581e-14 4.
06581e-14 O.

delta_x

40141e-01
83681e-03
68547e-05
39453e-09
00000e+00
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Ordem de convergéncia I

[1 Método de Muller

e[z
61(¢)

ep+1| & x|,

[1 v € a raiz positiva da equacao

1,1 3 5
v=1+;+7—2—>7 -7 —v-1=0.

[1 Ordem de convergéncia v ~ 1,8393.
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Método de van Wijngaarden-Dekker-Brent I

[1 Resultado da combinacao da interpolacao inversa
quadratica e da bissecao.

[ Implementados de forma a garantir que a raiz con-
tinue sempre isolada.

[1 Na interpolacao quadratica, a forma analitica de
um polindmio Py(x) ~ f(x) = y € determinada a
partir de trés pontos de coordenadas

[x;—2, f(zi—2)], [zi—1, f(xi—-1)] € [z, f(x;)].

[0 Para obter um valor aproximado de f(t), basta
avaliar P>(t).
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Método de van Wijngaarden-Dekker-Brent I

[1 Na interpolacao inversa quadratica, o polindOmio
interpolador de grau 2, Ms(y) ~ f~1(y) = =, é
construido a partir dos pontos de coordenadas

[f(zi—2), xi—o], [f(ziz1),2;—1] € [f(x;), z;].

[ Para ter um valor aproximado de f~1(z) é ne-
cessario avaliar N> (z2).

[0 Polindmio de Lagrange > (vy)

- (y — f(zi—1)((y — f(=:))
T (f (i) — fie) (f(mi2) — f(2)
©om s (y — f(xi2))(y — f(=:))
(f(zi1) — f(@i—2))(f(zim1) — f(24))
(y — f(xi2))(y — f(wi-1))
(f(xi) = f(xi2))(f (@) = f(@i-1))

Ma(y) = +

_I_

+ x;

0 Comoy = f(z) — =z = f1(y), entdo uma aproxi-
macado da raiz £ de f(x) = 0 é 0 ponto de abscissa
correspondente a f~1(0).

[0 Esta aproximacao € dada por x = [->(0).
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Algoritmo: van Wijngaarden-Dekker-Brent I

Algoritmo van Wijngaarden-Dekker-Brent
{ Objetivo: Calcular raiz por van Wijngaarden-Dekker-Brent }
pardmetros de entrada a, b, Toler, IterMax
pardmetros de saida Raiz, Iter, Erro
Fa «— f(a); Fb «— f(b); { Avaliar a funcao f(z) emz=a ez =15b}
se Fax Fb > 0 entédo
escreva ‘‘funcao nao muda de sinal nos extremos do intervalo”
abandone
fim se
C«—b; Fc«— Fb; Iter — 0O
repita
{ Altera a, b e c para que b seja a melhor estimativa da raiz }
se FbxFc >0entdo c«+a; Fc—Fa;d«—b—a;e«~d fimse
se abs(Fc) < abs(Fb) ent&o
a«—b;b«—c, c—a, Fa~—Fb;, Fb«+ Fc;, Fc+— Fa
fim se
Tol «— 2 x Toler « max(abs(b),1); z<— (c—b)/2
escreva Iter, b, Fb, z
{ Teste de convergéncia }
se abs(z) < Tol ou Fb = 0 ou Iter > IterMax entéo
interrompa
fim se
{ Escolha entre interpolacdao e bissecao }
se abs(e) > Tol e abs(Fa) > abs(Fb) entso
s «— Fb/Fa
se @ = C entdo { Interpolacado linear }
P+ 2%xZ%S, g« 1-—5
sendo { Interpolacdo inversa quadratica }
q «— Fa/Fc; r — Fb/Fc; p « sx(2xzxgx(g—r)—(b—a)x(r—1))
d—@-1)x(r—1)x(s—1)
fim se
sep >0entdo q+ —Q sendo P+ —p fimse
se 2xp<min(3xzxq—abs(Tolxq),abs(exq)) entéo
e«—d; d«p/q
sendo { Usa bissecdo devido a falha na interpola¢ao }
d«—z ez
fim se
senfo d« z; e« z { Bisseg¢ao }
fimse; a <+ b; Fa < Fb
se abs(d) > Tol entdo b« b+ d senfio b« b+ sinal(z) « Tol fim se
Iter — Iter+ 1; Fb — f(b); { Avaliar a funcao f(z) em z =15}
fim repita
Raiz«b; se abs(z) <Tol ou Fb=0 ent&o Erro< 0, senfo Erro« 1,fim se
fim algoritmo
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Exemplo I

[1 Calcular a menor raiz de
P(z) = z* + 223 — 132° — 142 4+ 24 = 0,

com ¢ < 10719, sabendo-se que ¢ € [-5, —3].

Calculo de raiz pelo metodo de van Wijngaarden-Dekker-Brent

iter X Fx z
0 -3.00000 -2.40000e+01 -1.00000e+00
1 -3.28571 -2.47397e+01 -8.57143e-01
2 -4.14286 1.12453e+01 4.28571e-01
3 -3.87500 -7.85522e+00 -1.33929e-01
4 -3.98516 -1.02599e+00 -7.88495e-02
5 -4.00032 2.26777e-02 7.58292e-03
6 -4.00000 -2.86125e-04 -1.63983e-04
7 -4.00000 -7.80927e-08 -1.61940e-04
8 -4.00000 0.00000e+00 -1.61940e-04

0 Menor raizde P(z) = 2% +4+223-1322— 142424 =0

é £ =xg = —4.
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Exemplo I

[1 Calcular a raiz de

f(z) = 0,0523 — 0,422 + 3sen(x)x = 0,

com ¢ < 10719, no intervalo [10, 12].

Calculo de raiz pelo metodo

iter
0

~NOoO Ok WN -

10.
.00000
.54358
.71954
. 74464
. 74392
. 74393
. 74393

12
11
11
11
11
11
11

X
00000

-6.
9
-5.

de van Wijngaarden-Dekker-Brent

Fx
32063e+00

.48337e+00

94963e+00

.968563e-01
.34449e-02
.86520e-04
.00128e-07
.06581e-14

z

.00000e+00
.00061e-01
.28208e-01
.40231e-01
.25507e-02
.58711e-04
.54380e-04
.51400e-09

[1 Raiz procurada é £ ~ x7 = 11,74393.

[1] Convergéncia pelo método é garantida desde que
haja uma raiz no intervalo.

[1 Combinacao da bissecao com interpolacao inversa

quadratica.

[1 Esquema robusto e eficiente.
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Métodos baseados em tangente I

[1 Bissecao.

[0 Aproximacao de um arco da curva de f(x) por
polindOmios lineares e quadraticos.

[1 Métodos baseados no calculo da tangente a curva

de f(x).

[1] Método de Newton e de Schroder.
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Meétodo de Newton I

[0 Seja £ a unica raiz de f(x) = 0 no intervalo [a,b].

[] Seja ;. uma aproximacgao desta raiz sendo que zqg €
[a, b].

00 As derivadas f'(z) e f"(x) devem existir, ser conti-
nuas € com sinal constante neste intervalo.
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Interpretacao grafica do método de Newton I

[1 Aproximar um arco da curva por uma reta tangente
tracada a partir de um ponto da curva

tan(a) = 100 = pag) 2y =ag - L1700
zg — T1 /(o)

tan(B) = EAC D fi(z1) — z2 =21 - flen),
Tr1 — T f(z1)

Newton

1 FOrmula de recorréncia do método de

f(xg)
LE4+1 Zxk—f/(xk), k:O,l,Q,...
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Deducao analitica I

[] Seja
5 = :Ijk —|— 5k7

tal que 9;. tenha um valor pequeno.

[ Fazendo uma expansao em Série de Taylor

(&) = fzp + ) = f(zp) + f(z)0, =0 —

~ f(=g)
f(zg)

5k:

[] Substituindo esta correcao

f(xg)
 k=0,1,2,...
f/(xy)

Lk+1 — Tk —
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Condicao de convergéncia I

[1 Pela figura, sequéncia produzida convergira para a
raiz £ se o valor inicial for xg = b.

[1 Processo pode nao convergir se g = a, POIS se
tera 2| & [a,b].

[1 Escolha do valor inicial de modo a garantir a con-
vergencia.

[0 Teorema (Convergéncia)
Se f(a)f(b) <0, e f'(z) e f"(x) forem ndo nulas
e preservarem o sinal em [a,b], entdao partindo-se
da aproximacao inicial xg € [a, b] tal que

f(x0) f"(x0) >0

€ possivel construir uma sequéncia {z;} que con-
virja para a raiz £ de f(x) = 0.

[J Valor inicial xg deve ser um ponto no qual a fungao
tenha o mesmo sinal de sua derivada segunda.

0 Se f(xg) > 0, entdo zg € tal que f(zg) > O.

0 Se f(xg) < 0, entdo f(xg) < O.
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Algoritmo: meétodo de Newton I

Algoritmo Newton
{ Objetivo: Calcular raiz pelo método de Newton }
paradmetros de entrada X0, Toler, IterMax
{ valor inicial, tolerancia e numero maximo de iteracdes }
pardmetros de saida Raiz, Iter, Erro
{ raiz, numero gasto de itera¢des e condicao de erro }
{ Avaliar a funcao f(x) e sua derivada f'(xz) em =z = o }
Fx «— f(x0); DFx « f/(x0); x « x0; Iter «+ 0
repita
DeltaX «— —Fx/DFx; x «— x 4+ DeltaX
Fx «— f(X); DFx «— f'(x)
{ Avaliar a funcao f(x) e sua derivada f'(z) }
Iter — Iter+ 1
escreva Iter, x, Fx, DeltaX
se (abs(DeltaX) < Toler e abs(Fx) < Toler)
ou abs(DFx) =0 ou Iter >IterMax
entdo 1interrompa
fim se
fimrepita
Raiz «— X
se abs(Fx) < Toler ent&o
Erro — 0O
senao
Erro — 1
fim se
fim algoritmo
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Exemplo I

[ Determinar a maior raiz de

P(z) = z* 4+ 223 — 132° — 142 + 24 = 0,

com e < 107°.

[0 Sabe-se que € € [2,4], f(2) <0 e f(4) > 0.

0 As derivadas sdo P/(z) = 423 + 622 — 26z — 14 e
P'(z) = 1222 + 122 — 26 >0, 2 < z < 4.

00 Valor inicial: g = 4, pois P(4)P"(4) > 0.

Calculo de raiz de equacao pelo metodo de Newton

iter
0

O O & W NN -

[1 Raiz da equacao é £ = xg = 3.

W W wWw w w w +

X

.00000
. 38462
.08526
.00555
.00003
.00000
.00000

O W kL W o W=

Fx

.44000e+02
.64693e+01
.40563e+00
.90611e-01
.80793e-03
.93538e-08
.00000e+00
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delta_x

.15385e-01
.993568e-01
.97036e-02
.52830e-03
.58264e-05
.62196e-10
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Exemplo I

[1 Calcular uma raiz positiva de
f(z) = sen(z) —e* — 222 + 10 = 0,

com e < 1072,

[0 Esboco da curva: £ € [1,2], f(1) >0e f(2) <O.

f(x):sen(x)—exp(x)—2x2+10

_30 | | | | |
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Calculo da raiz |

[1 Derivadas

f'(z) = cos(z) — e* — 4z,

f'(z) = —sen(z) —e* —4<0Vzell?2].

[0 Valor inicial: g = 2 porque f(2)f"(2) > 0.

Calculo de raiz de equacao pelo metodo de Newton

iter X
o) 2.00000
1 1.71656
2 1.67926
3 1.67866
A 1.67866

Fx

.47976e+00
.69166e-01
.29735e-03
.85632e-06
.20792e-13

0 Raiz € ~ 24 = 1,67866.

delta_x

-2.83436e-01
-3.73038e-02
-5.98788e-04
-1.52398e-07
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Ordem de convergéncia I

[] Considere

B f(xy)
LT i)
[] Erro da k-ésima iteragcao em vista de ¢, =z, — &
B f(xy)
LT Py

[0 Expandindo f(x;) em série de Taylor em torno da

raiz &

f”(ﬁ)

Flar) = F(O) + e f (&) + F—

fag) = 1) +epf'()+ -

[J Substituindo as duas expressdes em €y 1

o af@+¢l (5>+
TR PO+ el (© +

exf (&) +edf"(&)+-- —ka(ﬁ’) 2f (5)

€k+1 —

f1(€)+ep f"(E)+
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Convergéncia quadratica I

[1 Ordem de convergéncia

(&)
2f'(¢€)

>
ek |

ep+1| &

[ Método de Newton tem convergéncia quadratica.

[1 Nas proximidades da raiz, o numero de digitos cor-
retos da estimativa da raiz praticamente dobra a
cada iteracao.
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Método de Schroder |

[ Método de Newton apresenta convergéncia linear
quando uma raiz tem multiplicidade m > 1.

] Pela formula

[0 a medida que f(x.) — 0, f'(xz) — O.

[1 Modificacao simples permite o calculo de uma raiz
de multiplicidade m

f(zg)
Tpi1 =T —mMm , k=20,1,2,...
i f'(xp)

[ Mantém a convergéncia quadratica.
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Exemplo I

[1 Calcular a raiz de
P(z) = 2%+ 223 - 122°4+ 142 -5 =0

de multiplicidade m = 3, com tolerancia ¢ < 10>,

[0 Esboco da curva: £ € [0, 2].

P(x)=x*+2x>-12x%+14x-5
350 T T T T T T T T T

300

250

200

150

P(X)

100

50

=50

-100

-150 I I I I I I I I I
-6
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Calculo da raiz |

[1 Derivadas
Pl(x) = 423 4 62° — 24z + 14,
P'(z) =122° 4+ 122 — 24 >0V z > 1.

[0 Valor inicial: g = 2 porque P(2)P"(2) > 0.

Calculo de raiz de equacao pelo metodo de Schroder

iter X Fx delta_x
o) 2.00000 7.00000e+00
1 1.04545 5.67755e-04 -9.54545e-01
2 1.00011 8.80540e-12 -4.53409e-02
3 1.00000 0.00000e+00 -1.13646e-04
4 1.00000 0.00000e+00 -0.00000e+00

[ Raiz E =x4=1.

[0 Método de Newton gasta 27 iteracdes para calcu-
lar esta raiz com a mesma tolerancia ¢ < 107°.
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Comparacao dos métodos I

[1] Estudo comparativo do desempenho de métodos
utilizando uma série de equacoes esta longe de ser
perfeito.

[1 Existe uma dependéncia do resultado na escolha
dessas equacoes.

[1 Determinacao da ordem de convergéncia € mais
adequada.

[1] Nao é baseada em nenhum empirismo.

[] Interesse em verificar o desempenho dos métodos
estudados.
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Equacoes de teste I

0 Cinco equacdes e intervalo que isola a raiz
f1(z) = 22% + 423 4+ 32° — 102 — 15 =10, ¢ € [0, 3].
fo(z) = (x4 3)(z 4+ 1)(z —2)> =0, £ € [0,5].
fa(z) = B5x3422—el %+ cos(z)+20=0, £€[-5,5].
fa(z) = sen(z)z+4 =0, ¢ € [1,5].
fs(z) = (z — 3)°log.(z) =0, & € [2,5].

[1 Utilizados 0 mesmo nudmero maximo de iteracoes
(500), tolerancia (e = 10710) e critério de parada.

[0 Método de van Wijngaarden-Dekker-Brent usa um
critério ligeiramente diferente.

[ Para o método de Newton, zp foi escolhido como
O ponto médio do intervalo dado.
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f1(z) = 22% + 423 4+ 322 — 10z — 15 |

meétodo raiz iter | erro | t,g
bissecao 1,49288 | 38 1,00
secante —1,30038 9| sim | 0,30
regula falsi 1,49288 | 78 2,06
p€gaso 1,49288 | 11 0,36
Muller 1,49288 5 0,25
W-D-Brent 1,49288 9 0,49
Newton 1,49288 4 0,21
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f2lx) = (z+3)(@+ 1)(z — 2)3 |

meétodo raiz iter | erro | t,
bissecao 1,99999 | 36 1,00
secante 1,99999 | 46 1,29
requla falsi | 1,82356 | 500 | sim | 13,41
pP€gaso 2,00000 63 1,93
Muller 2,00001 | 500 | sim | 16,66
W-D-Brent | 2,00001 | 52 2,53
Newton 2,00000 | 65 3,03
Schroder 2,00000 3 0,19
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fa(z) = 5z3 + 22 — el 727 4 cos(z) + 20 I

meétodo raiz iter | erro | t,
bissecao —0,92956 | 42 1,00
secante —0,92956 | 22 0,57
regula falsi 0,69872 | 500 | sim | 11,60
pP€gaso —0,92956 20 0,54
Muller —0,92956 | 33 1,04
W-D-Brent | —0,92956 3 0,41
Newton —0,92956 | 11 0,50
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fa(z) = sen(z)z + 4 |

método raiz iter | erro | t,.
bissecao 4,32324 | 37 1,00
secante 4,32324 3 0,28
regula falsi | 4,32324 | 10 0,34
pP€gaso 4,32324 8 0,30
Muller 4,32324 4 0,38
W-D-Brent | 4,32324 4 0,56
Newton 4,32324 §) 0,32
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fs(z) = (z — 3)°109.(z) |

meétodo raiz iter | erro | t,
bissecao 3,00000 35 1,00
secante 3,00000 | 138 3,91
regula falsi | 2,67554 | 500 | sim | 13,97
p€gaso 3,00000 | 188 5,65
Muller 3,01291 | 500 | sim | 19,16
W-D-Brent | 3,00000 | 80 5,04
Newton 3,00000 | 95 5,56
Schroder 3,00000 4 0,30
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ODbservacoes I

[1 Bissecao mostrou sua robustez, pois nao falhou,
apesar de nao ser o mais eficiente.

[] Secante, embora seja rapida, encontrou uma raiz
fora do intervalo dado.

[] Regula falsi apresentou uma convergéncia muito
lenta e falhou trés vezes.

[1 Pégaso, além de ser robusto, foi competitivo com
relacao ao sofisticado van Wijngaarden-Dekker-
Brent.

[1 Muller nao foi robusto, embora eficiente, pois fa-
lhou nNos casos onde a raiz possui multiplicidade.

[l van Wijngaarden-Dekker-Brent foi robusto, mas
também foi menos eficiente na presenca de mul-
tiplicidade.

[1 Schroder € uma efetiva modificacao do método
de Newton para evitar problemas com raizes de
multiplicidade.

Algoritmos Numéricos Cap.6: Raizes de equagdes Ed1.0 (©2001 FFCf 90



