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3) Sistemas Lineares

Notas complementares

Sistemas Lineares Triangulares

= Triangular superior:

a, a, @, .. a,

0 ay ay .. a,
A= 0 0 ay .. a,
o o0 0 .. a,

* Triangular inferior:

a, 0 0 .. 0
a, a, 0 .. 0
A=la, a, ay; ... 0

Ay Ay Ay ... Qy,

Exercicios

= Resolver
3x, +5x, +2x,=8
8x, +2x,=-7

6x,=3
x,=-1
x, =4




Exercicio

= Algoritmo para resolver:

UpX, FupX, Fupx;  +ux, =b,

UpX,  FlUypX; +iyX, =b, Retro-
_ substituigdo
UpXy  FUyX, =Dy §
u,x, =b,
_ b, _ by —uyxy —uyx,
X, =— X, =
Uyy Uy,
_by—uyx, _ b —ux, —uxy —ug,x,
X, = X =
Usz; Uy

Exercicio

= Encontrar algoritmo para resolver

x, =b
Lyx, +x,=b, Substituigdo

direta
Lyx, +1,x, + x, =b,

Lo+, +. .+, x,_ +x,=b,

nn—1"n

X, =b
X, =b, =,
Xy =by — Ly x, — 1, x,

xn = bn _lnl'xl _ln2x2"'_lrm71xn71

Eliminagdo de Gauss-Jordan

= Método para inversdo de matriz

: o

e

1 -1 1)1 0
0 10 2500 1
20 10 00 0 1

]

[«
o

1 -1 111

0 10 ZSOIOD(_)

10 30 -20[-20 0 1

I -1 1|1 00 )
010 25/0 1 0 IJ‘L
0 0 -95-20 -3 1

Eliminagdo de Gauss-Jordan

= Continuando...

1 -1 11 0 o0
010 25/0 1 o] X1/10

0 0 —-95-20 —3 1| X1/(-95)

1 -1 1]1 o0 0

0 1 2510 01 0 X25 )
0 0 1021 003 —001 )

1 -1 0/079 -003 001 X-1

0 1 0-053 002 003 -)
0 0 1/021 003 =001




Eliminagdo de Gauss-Jordan

= Finalmente...

1 0 0/]026 -0,01 0,04
0 1 0-053 0,02 0,03
0 0 1021 003 -0,01
= O processo realiza a transformagdo

[4)1]- [1]a]

através de vdrias multiplicagdes de matrizes, como
veremos a seguir.

Sistemas Equivalentes

= Considere um sistema linear determinado, ha
forma matricial:
Ax=b
Cuja solugdo é x=A"lb

Multiplicamos ambos os lados da equagdo por uma
matriz quadrada M a esquerda

MAx=Mb

A solugdio do novo sistema é
x=(MA)Mb=A-'M-Mb=A-1b

O que o faz equivalente ao original se M é inversivel.

Operagdes L-elementares

= 1- Multiplicar uma linha por um escalar

@ 0 0 Gy G 4y aa,  oa, oa;
0 o 0||ay ay ay|=|aa, aa, oay
0 0 of|ay, a, ay osa,,  0hay,  Qhas,

= O determinante da matriz de escala é

detS =,

= Logo, nenhum dos escalares deve ser nulo

Operagdes L-elementares

= 2- Trocar duas linhas

010 a, 4 4 Gy Gy Ay
10 0] . Gy Ay Gy (=4 4
0 0 1

a4y A4y Ay a3 Gy Ay

= Para construir a matriz
que troca a linha 2 pela
linha 3, basta pegar a
matriz identidade e
trocar essas duas linhas

(= e

0
1
0

O determinante é -1 lll




Operagdes L-elementares

= Multiplicar uma linha por um escalar e subtrair numa

linha abaixo
1 00
(TR CTICT) ay, ay a3
-m 10 Ay Ay Gy |=| Gy =My Gy —MAy,  Gyy — My
0 0 1 a3 Gy Ay as, as, Ay

= O determinante da matriz de eliminagdo é 1.

= A matriz de eliminagdo ¢ triangular inferior.

= Verifique que o produto de duas triangulares inferiores é
também triangular inferior.

Eliminagdo Gaussiana

TR TR N b
Ay Gy Gyy ' X | =10y
a3 Ay Ay || X by

Forma matricial (aumentada) compacta
a,  ay  as|b
Ay Gy anlb,
Ay ay  aylbs
Para cada coluna, os elementos sob a diagonal sdo anulados.

wen wen,

Multiplicador linha *i* coluna "j":

a
my =— Onde aj; ¢ chamado pivot.
a

Eliminagdo Gaussiana

X Moy C a, a, a,lb X ms; a, ay  aglb
@y Ay Aylb, ay Gy Ay,
@ ay  ay  aylb @

a
21
my = a a a b,
a 1 12 13 |
11
ay ay, 4y, 4y
Ay ——=Gy Ayp——=0a, ay——"a;b,——=b
ay ay, ay, a,
— a,
31 a3 a3 4y by, ——=b,
a, Ay, Ay Ayp——"0 Ay ——dy ay,
1 a,, ay,

Eliminagdo Gaussiana

A operagdo anterior corresponde d multiplicagéo pela
matriz de eliminagdo M,.

I 00
M =-m, 1 0
-my 0 1

Ax=b ----- > M;Ax=Mb




Eliminagdo Gaussiana

b ay,
(TR CPRNCE L]
0 da, d,b,|= 4y
32 f’ 2’ “2|_a a; Ay
0 a, alb 1
a
31
as, a, Gy
ay,

a. a.
21 21
Ay ——a;; by == by

a
31
a; by ——=b,

b

ay

ay

A nova matriz teve os elementos renomeados com ' para
sugerir que os valores serdo substituidos na mesma

posigdo de meméria.

Eliminagdo Gaussiana

’
X ms, ay a,  aglb P as,
0 a, dylb, 32 ’
2»  Ay|b; ay,
0 , -y
Az, Q3|04
ay, a;, a3 b ay ay  aglb
, sl
0 a, a, b, =1 0 ay ayb,
; 5 , Pl
a a 0 0 ag,l|b
Gy . r_ Gy s Gy 5 |by
0 ay-——ray, ay o | b,

Eliminagdo Gaussiana

O sistema equivalente a
obtido é triangular !
superior e 0
pode ser facilmente 0
resolvido pelo método da
retrossubstituicdo. X,
X

a12

Eliminagdo Gaussiana

= Observar que a eliminagdo para a hova
coluna se deu através da multiplicagdo pela
matrix M,.

1 0 O
M,=|0 1 O
0 -my, 1

A composigdo das eliminag8es pode ser escrita como:

M,M,Ax=M,M b




Eliminagdo Gaussiana

= A matfriz A pode ser escrita pelo produto a
sequir:
1, -l
A=M, M, M,M A

Sabemos que a matriz dos multiplicadores é
triangular inferior e a matriz resultante do
processo de eliminagdo é triangular superior.
Assim, L é triangular inferior, U é triangular
superior e seu produto é a matriz A.

L=M"M,"
U=M,MA
A=LU

Solugdo de sistemas pela Dec. LU

= Construimos a decomposigdo LU da matriz de
coeficientes do sistema pelo processo de
eliminagdo gaussiana.

= Ndo ¢ necessdrio realizar a eliminagdo ho
vetor de termos independentes "b".

= Se "b" mudar, a decomposigdo LU ndo se
altera e pode ser utilizada para obter a nova

w_ o n

solugdo "x".

= "b mudar” significa trocar as cargas na treliga
ou as fontes de tensdo no circuito.

Solugdo de sistemas pela Dec. LU

= Resolver pela decomposigdo LU o sistema a
sequir.

= Utilizar o método de Doolittle, isto €, a
diagonal da matriz L deve ser toda de
elementos “1" por convengdo.

= (A convengdo oposta é que a matriz U tenha
apenas elementos "1" na diagonal, que é a
convengdo de Crout e ndo utilizamos no curso)

Solugdo de sistemas pela Dec. LU
w+x+y = 6
—3w-17x+y+2z = 2
Aw—-17x+8y—-5z = 2
2

—S5x-2y+z =
1 1 1 0 Quanto multiplica a
3 17 1 2 linha 1 para anular
A= os elementos "-3" e
4 -17 8 -5 "4

0 -5 -2 1




Solugdo de sistemas pela Dec. LU

1 1 1 0] X(-3)
-3 17 1 2 ©) X(4)
A=y 17 8 s )

1 I 0 L—] Matriz escalonada

Solugdo de sistemas pela Dec. LU

—s\-
4 -21 4 -5
0

11 1
-3 -14

. 5 —_25/ Hp

Solugdo de sistemas pela Dec. LU

1 1 1 0
-3 -14 4 2
4 32 -2 -8

0%4%14

10 0 0 1 1 1 0

L= -3 1 0 0 |0 -14 4 2
14 032 100 o 0 -2 -8
M, 1200 0 0 0 14

Solugdo de sistemas pela Dec. LU

= Aplicamos agora o

método de

Doolittle
Ax=Db
A=LU
LUx=Db
Ly=b
Ux=y




Solugdo de sistemas pela Dec. LU

Ly =b

10 0 0][y] [6 =6

-3 1 0 0 ] Ya| 2 =3y, +2y,=2

4 32 1 0|y | |2 ¥, =20

0 ¥, 120 1||y] |2 4y,+3/2y,+y,=2
y; ==52

Solugdo pelo método da

substitui¢do direta. y, =84

Solugdo de sistemas pela Dec. LU

szy l4x, =y,
x,=6
1 1 1 0 X 6 —2x3—8x4=y3
0 -14 4 2 ||x| |20 222486,
. = -2
0 0 -2 -8||x| [-52 _n4226
0 0 0 14]|x, 84 LI T
x, =4

Solugdo pelo método da . .
retro-substituigdo. Ndo esquecer que a solugdo
¢ obtida de baixo para cima.

Solugdo de sistemas pela Dec. LU

= Exercicio: 6
Resolver o sistema anterior sé que agora b 2
12
10
Ly:b »=6
=20
10 0 0][y] 6 yz_ 5
310 0|yl |2 A
4 32 1 ofly |72 Yty +y, =10
0 ¥, 1% 1|y (2 ¥4 =92

Solugdo de sistemas pela Dec. LU

UX:y 14x, =y,
46
1 1 1 0][x 6 ==
0 -14 4 2 ] X, _ 20 —2x3—8x4:y3
0 0 -2 -8{|x| |-52 —-52+8-4 2
X, =—=s—
0 0 0 14]|x, 92 ’ -2 7
20-2+35 4
xzzizi
~14 7
xl+x2+x3:yl
48
X, =—
7




Aplicagoes da Eliminagdo Gaussiana

= Como calcular o determinante de uma matriz
utilizando o processo de eliminagdo gaussiana?

= Como deferminar a matriz inversa pelo
processo de eliminagdo gaussiana?

Problemas na Eliminagdo Gaussiana

= Como fazer eliminagdo se pivot for zero?
0 3)x| |6
2 5|x| |8
Troca de linhas

R MEH

Problemas na Eliminagdo Gaussiana

= E se o pivot for relativamente muito pequeno?
0,001 2427 [x] [5.20
1L00 158 |x,| |4.57
Eliminando com 3 significativos:
0,001 242 |[x] [ 520
0 —2420]|x,| |-5200
Os valores da segunda equagdo foram desprezados no
arredondamento e obtemos a solugdo errada:

x =000  x,=215

O problema foi o multiplicador muito grande.

Problemas na Eliminagdo Gaussiana

= Com a troca de linhas:
100 1587 [x] [4.57
0,001 242 |x,| [520
Multiplicador pequeno, reduz erro de arredondamento
1,00 158 |x | (457
0 242||x,| |520
Obtemos a solugdo

x =118
x, =215




Pivoteamento Parcial

= Estratégia: minimizar os multiplicadores,
procurando o maior pivot (denominador)
possivel.

= Pivoteamento parcial procura o melhor pivot
na coluna que estd sendo eliminada, sob a
diagonal principal.

O melhor pivot € aquele maior em médulo!!
Fazem-se trocas de linhas para levar o maior
elemento para a diagonal principal

Pivoteamento Parcial

1\ -3 2]||x 11 Matriz de permutagdo
-2 8 —1||x|=|-15 multiplicada a esquerda
(49)-6 5]|x] [2 Ax=b

pivot PAx=Pb

4 —6 57[x] [29 0
-2 8 ~—l||x,|=|-15 P=|0
1 -3 2 11 1

oS = O
S O =

Pivoteamento Parcial

4 -6 5 X, 29 x[%]] L

-2 8 —llfw |=| 15|~

1 -3 2||x| |11

426 5 ||~ 29 | Sem necessidade de trocar
0 @ L5 | =05| (na verdade, nem poderia)
0 =15 075||x| |375

=
~
1]

4 -6 57[x] [ 29
0 5 15)|x|=|-05
0 0 12||x]| |36

Pivoteamento Total

= O pivoteamento total € uma estratégia mais
radical para escolha do pivot de maior médulo.

= O pivot € procurado na submatriz ainda ndo
escalonada.

= E um processo caro e na maioria das vezes ndo
compensa (busca € O(N?) a cada coluna, ndo
eleva a complexidade total que é O(N3), mas
acrescenta muitas comparagées).

= Precisa da troca de linhas e de colunas.

= A troca de colunas interfere na ordem das
varidveislll




Pivoteamento Total

i -3
) @
|4 -6
-2 8
(.
| 4 -6
VA

8 -2

-3 1
-6 4

\ & o

2]

~1/

]

-1

T
-15
29

-15]
11
29

Troca de colunas é
feita pela multiplicagdo
a direita por uma
matriz de permutagdo.

Ax=Db

APP'x=b
010
P=[1 0 0
00 1




